Mecanica Computacional Vol. XXII
M. B. Rosales, V. H. Cortinez y D. V. Bambill (Editores)
Bahia Blanca, Argentina, Noviembre 2003.

VIBRACION LIBRE DE ARCOS SIMETRICOS DE DIRECTRIZ
ARBITRARIA RESUELTOSPOR MEDIO DE SERIESDE
POTENCIAS

C.P. Filipich*?, M.B. Rosdles***, F.SBuezas’

'Departamento de Ingenieria, Universidad Nacional del Sur, Alem 1253

8000 Bahia Blanca, Argentina.
e-mall: mrosales@criba.edu.ar

2 Grupo de Andlisis de Sistemas Mecénicos,

FRBB, Universidad Tecnolégica Naciond.
8000 Bahia Blanca, Argentina.

*IMA, Universidad Nacional del Sur
*CONICET
®Departamento de Fisica, Universidad Nacional del Sur

e-mail: fbuezas@yahoo.com.ar

Palabr as clave: Vibraciones naturaes, Arcos, Series de Potencias

Resumen Los arcos de directriz y vinculacién arbitrarias, son de uso difundido dentro de la
ingenieria estructural, aplicados especialmente a construcciones civiles y aeronauticas. Cono-
cer y ampliar su comportamiento dinamico es siempre de interés. De alli que disponer de una
tradicional herramienta como son las series de potencias, pero con un sistematico encuadre
de los algoritmos, constituye un Gtil aporte. En este trabajo se hallan las frecuencias naturales
de arcos de diversas formas, seccionesy vinculaciones, resolviendo por medio de recurrencias
los coeficientes de la solucion en forma de series de potencias de la ecuacion diferencial que
gobierna e problema. Se calculan por biseccién dichos autovalores a través de la anulacion
de un determinante de 3x3 que proviene del cumplimiento de las condiciones de borde en uno
de los extremos; correspondientemente se hallan las formas modales.
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1 INTRODUCCION

En egte trabgjo proponemos una adternativa clésica, como son las series de potencias enteras, pa-
ra hallar |as frecuencias naturaes de arcos con diversas directrices.

La propuesta consiste en dos planteos basicos. Uno de ellos es atacar las ecuaciones de vibra-
ciones libres de arcos, que en generd son sistemas linedles de ecuaciones diferenciales a coeficientes
variables, imponiendo que las formas modal es sean expansones en series de potencias.

La otra propuesta reside en subdividir € arco en N tramos que puedan ser considerados como
tramos rectos cuando N es suficientemente grande. Justamente cuando N tome un cierto valor Npin Y
habiendo fijado la precison requeriday éstano se mejore paraN > Ny, € problema estara resuelto
por la segunda via.

Se consideraran arcos uniformes circunferencides, parabdlicos, catenoidales con diversas condi-
ciones de vinculo (condiciones de borde).

En ambos casos € gporte de esta tradiciona herramienta en redidad se gpoya en la Sstemetiza-
cion de los dgoritmos de recurrencia . Esta metodologia resulté ser muy poderosa para problemas
diferencides ordinarios dtamente no linedes y como se muestra en € presente trabgjo, también, 1o
es para problemas lineales como los que nos ocupan2.

En d apéndice A se desarrollan sucintamente las expresiones genéricas de las series de potencias
autilizar asi como los desarrollos de funciones anditicas de y = y(X) .

Cabe consignar que los arcos a ser tratados como porticos poligonaes abiertos, con cualquier
directriz y vinculacion extrema, (pero eventuamente, con arbitraria variacion de la seccion transver-
sal) podria abordarse — y con la precision deseada- 1a blsqueda de los vaores propios y sus co-
rrespondientes formas modal es de problemas a gebraicamente muy engorrosos.

El Méodo dd Elemento Finito, por gemplo, también permite esta forma de resolucion pero
creando tres incdgnitas por nudo que unen tramos consecutivos y aceptando una aproximacion clbi-
caparalaformamoda de cada uno. En redidad paralos problemas de vibraciones libres y pandeo,
como sabemos, |as soluciones son trascendentales. En nuestra propuesta, en cambio, y en cualquier
caso debemos resolver una ecuacion caracteristica para € valor propio que provienen de plantear
solamente tres condiciones de borde en uno de los vinculos,

Por otro lado las series de potencias con un nimero adecuado de términos gproximala solucion
exactay con los digitos requeridos.

Varios gemplos ilustraran esta propuestay mostraran estas ventgjas.

2 PLANTEO DEL PROBLEMA

21 Planteo y descripcion del problema para vibraciones libres de arcos (primera
alternativa)
La figua 1 un esquema de un aco uniforme smérico de directriz arbitraria
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R.(=)

Figura 1 Geometria de arcos Smétricos

L as expresiones correspondientes ala energia potencia de deformacion “U” y cingtica“K” frernte
acorrimientosuy w -esto esradia y tangencia respectivamernte- cuaesquiera, valer?

2U =El &)’ Dc? Rdf (1)

donde & cambio de curvatura Dc es
R*Dc° %(Uf - W) +(W, - Up) (2)

donde se usalanotacion (- ), © %
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Laenergiacindticatradaciond vde asu vez

a, &8 0 A
2K =rAQ 8%2+W22Rdf 3)
ho & P
i A . 0 ﬂ()
donde se usalanotacion (-) T3

S asumimos — hipdtesis corriente para arcos delgados — que la pieza es inextensible se \erifica
que

u=-w (4)
gue corresponde a degjar de lado la deformacion axid e o sea
Re=- (vvf +u):0 (5)
conlo cud
R =+ (g, + )+ vy + ) ©)

De egta formay aceptando modos normales de vibracion de frecuencia circular w tendremosen
definitivaque
a R 6 df
U =B (W +w)- = (w, +w)s =
ang it f) R (Wf )ﬂ R @
2K :I’szc‘;: (wfz+vvz)df
Aplicando € método de minima energia tota que se adapta a estos Sstemeas déadticos lineales es
decir:
dw =0 (8)
sendo
weu- K 9)

podremos hallar la ecuacion diferencia gobernante en w=w(f) a coeficientes variables para vi-

braciones naturales de arcos uniformes. Ademés — y por esto es conveniente esta metodologia—d
integrar por partes gparecen naturalmente las condiciones generales de borde para diversas vincula-
ciones.

Es engorrosa la ecuacion diferencid generd pero lamostraremos de la siguiente forma:

aR 0 aR 0 we R u
Vigse TV +gEVi + R Vi"'?éw' Wi - wa [;|:O (10)
ot [} e )

donde
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WE O r AWR'

El
Para @ caso de arcos de directriz circunferencia (R=cte) que para fijar ideas serén abordados
por series de potencias, la ecuacion diferencid sereduce a

y WWGP%? (11)

W + 2w,

fEffff fiff

+vvff-\/\/2(vvff-w)=0 12)

Arcos circunferenciales
Comenzamos adimensiondizando € problema introduciendo:

lae f O
X —gl+—= (13)
2& agg
y definiendo como (-)'° % etc.
X
La(ec 12) sereducea
WO+ 2Pw + P (1- W) + R,Ww (14)

donde:
P,.° (2a,)" (n=2,4,6)
Lasformas modales serén w=w(x) con O£ x£1
Basados en € apéndice “A” proponemos para w = w(x) lasguiente serie de potencias

w(x) =8 Ax (15)

con lo cud laderivada k-ésma da:
¥
K _ o . i
W) =a i A X (16)
i=0

k)
gendo j , ° u.Como se desprende del apéndice S los coeficientes fueran variables (o €
i!

problemano lined) se recurre d producto de potencias que Sstematiza € procedimiento y no modi-
ficalaconcepcion delaidea

Entonces verificamos @ cumplimiento ¢k la ecuacion diferencid (ec 14) suponiendo la igualdad
delos coeficientesde cada X' (con i =0,1,2,....), 0 sea

_ 2R 4 Au*(1- WP , A+ WRA n

+6
Jai
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Como se observa la recurrencia nos brinda valores para A, A, A;,...de aguna manera debe-
mos conocer las dguientes seis AL A LA, A A, Y A Efectivamente éstas se determinan de las

condiciones de borde (o de vinculo) del arco vibrante. Con d fin de fijar ideas supongamos € arco
bi-articulado es decir que para

1 w=0
f=ta,{ ub w =0 (18)
{Dc=0pP w,, =0
entonces para x=0
i w=0P A =0
t w=0p A=0 (19)
{lwr=0p A =0
para X =1
I w=0P 3 A=0
 w=0p §j,A.,=0 (20)

%WI“:OD éj 3i A+3:0
Como vemos en este giemplo quedan por determinar A,, A, y A, . Se procede asi: fijamos alter-
nativamente

A2=1:A4:A5:O
A=0A=1A=0
A=0,A=0A=1

cada caso remplazado en (ec 20) respectivamente nos va dando las columnas de una matriz de 3x3.
Delaimposicion de que d determinante sea nulo halamos los vaores propios W que corresponden
alos parametros de las frecuencias natura es buscadas.

Parafindizar esta seccion digamos que los vaores que halamos por esta via se comparan con los
vaores que hdlaremaos con d planteo de la proxima seccion donde los arcos se subdividen en tra-
MoS rectos Sin tener que recurrir alas ecuaciones diferencia es gobernantes de arcos vibrantes.

2.2 Planteo y descripcién dd problema para vibraciones libres de ar cos Smétricos conside-
rados como porticos abiertos de tramosrectos (segunda alter nativa)

La Figura 2 muestra un esquema de un arco uniforme smétrico dividido en tramos rectos y de di-
rectriz arbitraria
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Figura 2: Arcos smétricos discretizados como porticos abiertos de tramos rectos.

X,Y : Ejesglobdes
N : Nimero de barras
N +1 : Nimero de nodos
(X,,Y;) : Coordenadas globales delosnodos (i =1,2,...N +1)
a (1=1,2,...,N):longitud de cada barra
X,y :Ejeslocdes
{(E3),, (EF), (r F),} : caracteristicas mecanicas de cada barra
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3 ENERGIASDE DEFORMACIONY CINETICA ACEPTANDO MODOSDE
VIBRACION DE FRECUENCIA ANGULAR w

u:_é’Nwi : K:éNKi (21)

189" M2(x) . 67 N¥(x) U
== dx +8 ) i, 22
Y28, E T8 ER ¥y (22)
K, = (e Fywe ) (v o) oy (23)
M (%) =-(EJ),v& (24)
N(x )= (EF) ug (25)

100

En donde, w es Unico paratodo € porticoy (0)¢= v

4 ECUACIONES GOBERNANTES.

De un planteo variaciona energético surgen las ecuaciones diferencides que gobiernan € proble-
ma (ecuaciones muy difundidas en la bibliografia especifica) pero que autométicamente a integrar
por partes se dispondréan de las condiciones de continuidad entre tramo y tramo.

Sealacondicion de minima energia total lasiguiente

d(U- K)=0 (26)
0 seal
& ((£9), ¢ vitivte + (EF), & uiutas - (Er )w’ () (vdvi+udu Jx | =0 @8)

i=1

Integrando por partes obtenemos

! 0

1 (29)
+(Sidui &(EF),u® (r F)wy px =0

(E), v@ivg - |(E3), vl [o +(EF)usiuf + ¢y dv, QEI) v (r F)wy frix

Qoz

Para variaciones arbitrarias se debe cumplir que (i =1,2,...,N)
v™- W =0 (30)
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u@;’v? u =0 (31)
y ademés.
g adz—‘zjg\/.@% @0 aEE gq(ldul: (32)
=jed g aj ag' ag .
Donde hemos adimensionalizado en cada barrapara x, = 2 OEx £1 (i=12,..,N)
y derominamos como W = (g)‘wza:‘, | 2= °F

5 CONDICIONESDE CONTINUIDAD EN NUDOSINTERMEDIOS.

Sea Da, =a, - a,,, € agulo relativo entre dos barras consecutivas, |as tres condiciones geomé-
tricas por nudo conducen a
Via(0)=v(@C-u@s (1)
U, (0)=v@S+u@C (1)
8., V&) =v&(0)a (Il

gendo C =cosDa; y S=senDa,
Las variaciones dv¢, (0), dv,(0) y du,,(0) deducidasde (1), (I1), (I11), las reemplazamos en

(3) obteniendo las condiciones de equilibrio para cada nudo factoredndolas respectivamente dedu-
ciendo que para cada nudo i-ésimo debe verificarse que;

‘]2i+1viq0) J2| |@l) (IV)
J5..V¥%0) = CJ; v + SF,ukl) (V)
1|+1l'I ¢1 (0) - 3V|Q1) + CF]l uiql) (\/I )
donde
_@&Jo ., _aElo . o &)
‘]Zi_gaza"]a 3a3q":1' gag

6 SERIESDE POTENCIAS PROPUESTAS.

En d apéndice A se presenta resumidamente un esquema de las series de potencias utilizadas y
agunas de sus propiedades. Sea entonces.
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i o}

j_Vl = a AJXJ

P9 i=12..N (33)
'u=q Bx

b =0

Enredidad x° x .

Reemplazando en (30) y (31) y factoreando para cada x' obtenemos las siguientes ecuaciones
de recurrencias

WA
Agray = P (j=12,..,M- 4 (34)
2
B = 8| ” (l oM - 2) (35)
i o]
(I 1 1"'1N)
sendo
+K
4 =000+ +0 =8 (36)
A su vez las condiciones (1)-(1V) se escriben como
i
(a) Ati+1)o :Cé. Aj - Sé. B|j (V) :
j j y
(b) Byyo=SA A +CA B, (u)}geométricas
i j 1
© Aun =3280 A, (9]
g b
__Jdui 2. u
(d) Avpe=57—al 2;Aqm (V@i
2‘]2(i+1) i |
CJsiéj 3]A(j+3) +S:1i é] 1j Bl(j+1) I.
(® Auas= : : (V@ y estaticas
6‘]3(i+1) |
- SJsiéj 3jA(j+3) +CFli é] ij |3|(j+1) :
(f) By = : ' ugi
Fl(i+1) p

(i=1,2,...,N) nudosintermedios.
Como se deduce de las recurrencias (4) ¥ (5) A1o, A1 1, A1 2, As 3 Bio By 1 deben ser fijadasy no
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provienen de ellas. En todos los casos de vibracion —aun dégtica- dos A's y una B's surgen de la
condicion del tramo 1 parax = 0. En tanto las tres condiciones para x = 1 dd ultimo tramo configu-
ran las condiciones de |as cuaes halaremos |as frecuencias naturaes que buscamos

Por otro lado paralos nudos 1 y N+1 las expresiones de ciertas constantes dependeran de las
condiciones de borde. Asi:

7 VINCULACIONES.
7.1 Arco bi-articulado

Nudol: u=v=v"=0b A,=A,=B,=0, Libres A,A;,B;.

Nudo N+1 & A=ai 5Ag=a B, =0
j i )

7.2 Arco bi-empotrado
Nudol: u=v=v'=0b A, ,=A,=B,=0,Libres A,,A,,B,

Nudo N+1: é A\,j :éj ]_jAN(j+1) :é By =0
] J
7.3 Arcolibre
Nudol: wu'=v"=v"=0b A,=A,=B,=0,Libres A,,A,,B,

Nudo N+1 é,j 2i™\ (i+2) :éj 5PN () = éj 1iBney = 0
i i ]

74 Arco en ménsula
Nudol: u=v=v'=0b A,=A,=B,,Libres A, A, B,

Nudo N+1: éj 2i™ (i+2) :éj 3iP\ (3 = éj 1iBrey = 0
J J J

8 EJEMPLOSNUMERICOS

Es extensa la bibliografia sobre vibracion libre de arcos*® y existe muchay variada informacion
sobre este tema.

End presente trabgo destacamos la potencididad en la Sstematizacion de series de potencias
parasmular las formas modales.

End presente trabajo se presentanvalores del pardmetro de frecuencia

902


xyz
ENIEF 2003 - XIII Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

xyz


marce
902


C. P. Filipich, M. B. Rosales, F. S. Buezas

A
WL = W|_2 I’_
El

gendo L laluz dd arco (distancia entre gpoyos extremos)
Se calculan valores paraarcos
Circunferencides (Figuraly Tablas1y 2)

ja=L/2
%b: R(@- cosa,)

y=+R?- Z - Rcosa,

Parabdlico (Figuraly Tablas3y 4) a=L/2

é szgu
y=bél- 8_9 u
e edaogp
a,=- arctana@g
ag

Catenoides (Figuraly Tablas4y 5) a=L/2

ez
y=b+r éL coshg—_u

é eloa

con r , radio de curvaturaen laclave

eea ou
a,=- arctan@mh( —
e eroﬂ:l
0
a=r argcoshg1+£_
e loo

Para los arcos circunferencides se caculan las frecuencias naturdes por medio de la dternativa pri-
mera (seccidn 2.1) y de la segunda (seccion 2). Paralos otros dos arcos por medio de lo expresado

enlaseccion 2.2.

Tabla 1: Arco circunferencial articulado-articulado solucidén completa (dternativa primera) 5 primeras

2a,
p
p/2
p/3
p/4
p/6

b/a
1
0.4142
0.2679
0.1989
0.1317

frecuencias flexionales
W, W, W, W, W,
9.06696831 27.693189 55.910675391.2782489 135.711357
27.527377864.8071676 123.34527 192.892427 283.2059304
33.6261375 75.0806116 141.584110 219.259638 321.3728869
36.0685749 78.9990615 148.525556 229.167891 335.6345397
37.9236682 81.9069185 153.674846 236.471143 346.204946
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Tabla 2: Idem Tabla 1. Por tramos (alternativa segunda) 5 primeras frecuencias flexionales

2a, b/a W

p 1 9.06746453
p/2 0.4142  27.5278306
p/3 0.2679  33.6263953
p/4 0.1989  36.0687332
p/6 0.1317  37.9237432

W,
27.6948303
64.8089665
75.0822358

79.000599
81.9083843

W,
55.913752
123.347285
141.585190
148.526206
153.67515

W,

91.2836628
192.897703
219.264361
229.17255
236.475783

W,

135.710681
283.241097
321.533262
335.680296
346.234795

Tabla 3: Arco Parabdlico empotrado-articulado (alternativa segunda) 5 primeras frecuencias flexiona-

2a, b/a W,
0.76101275 0.2 45.76989491
1.34948188 04 37.08217479

1.7521161 0.6 28.40485141
2.02439402 0.8 21.56530264
2.21429744 1 16.56289717

les
W

L

92.8888548
81.3876051
66.9565571
53.2695163
42.0171799

W,

L

167.764641
144.479583
118.676091
95.3828415
76.2488281

W,

252.680597
220.632658
182.535077
147.343385
118.194699

W,

363.1803753
315.6872935
261.2695381
211.3828019
170.2280833

Tabla 4: Arco Parabdlico articulado-articulado (alternativa segunda) 5 primeras frecuencias flexionaes

W,

W,

W,

W,

2a, b/a W,
0.76101275 0.2 36.12371165
1.34948188 04 28.98011969

1.7521161 0.6 22.02952714
2.02439402 0.8 16.64036888
2.21429744 1 12.7350929

80.2557776
69.8041639
56.853305
44.8035825
35.0797802

148.745001 230.404432 336.042747
127.981248 200.652425 291.6009481
104.853665 165.560388 240.7828091
84.0004906 133.321222 194.5974278
66.9698114 106.706899 156.5549448

Tabla 5: Arco Catenoide empotrado-articulado (alternativa segunda) 5 primeras frecuencias flexiona-

2a,

0.48038108
0.58788185
0.75085183
1.01273561
1.40699357

b/a
0.25525193
0.32280591
0.44134446

0.7107391
2.05291579

W,

L
43.57099735
40.55265132
34.93840307
23.6935695
4.826209158

les
W

L
89.5273732
85.4017927
77.1135539
57.685338
14.1605011

W

Ls

161.850415
153.737826
138.124865
103.564555
26.3813104

W, W,

244.419263 351.624097
233.333868 334.8581843
211.253615 303.1298052
160.116787 229.5141663
41.9877843 60.92550975

Tabla 5: Arco Catenoide articulado -articulado (alternativa segunda) 5 primeras frecuencias flexiona-

2a, b/a W,

0.480381079 0.25525193 34.25164259
0.587881854 0.322805909 31.73800936
0.750851834 0.44134446 27.12534723
1.012735614 0.710739102 18.09982262
1.406993569 2.052915792 3.527836674

les
W,
77.26901064
73.56122855
66.14221195
48.95247986
11.76096806

904

W,

143.4825841
136.2645239
122.3521671
91.46140717
22.90292845

W,

222.8289009
212.5712222
192.1869925
145.1968327
37.75841475

W,

325.0862061
309.7235091
279.7349288
211.5454335
55.82385072
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Estos vaores se han comparado con é MEF con eementos viga observandose una coincidenciaen
los valores de | os autoval ores obtenidos.

9 COMENTARIOS

Lafindidad de esta metodologia presentada consiste en una sSstematizacion  cuantitativa smulando
las formas modaes por medio de series de potencias. Eda herramienta ha sido utilizada por los
autores® para abordar problemas de condiciones iniciaes atamente no linedles donde se consiguié
una dtigma performance. En este trabgjo en cambio se utiliza @ desarrollo dgebraico pararesolver
problemas de condiciones de borde. Se plantea, d tratarse de elementos estructurales con dos vin-
culos, un Sstema que en generd es de 6x6 (tres condiciones de vinculo por extremo) agebraicament
te no lined en d vaor propio (frecuencias naturaes) buscado. Por un smple método de biseccion se
encuentran las raices que anulan d determinante caracteristico. Modificando la cantidad de términos
de las series y/o dterngtivamente € numero de tramos en que subdividimos los arcos selogralapre-
cison deseada. Esta herramienta tiene la ventga frente d MEF en que éste crea tres incognitas por
nudo de union entre tramos. Hlo obliga, paralograr una buena precision de los resultados, tomar un
numero de divisones suficientemente grande; esto es porque la aproximacion de la forma moda de
cada tramo es un polinomio cubico cuando en redidad, en este problema de vibraciones libres, la
eladtica es trascendente. En la presente metodologia de series de potencias smulamos la forma mo-
da con un numero arbitrario de términos gproximandola con tanta exactitud como uno desea, Sin
aumentar  numero de incognitas ddl problema.
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APENDICE A: Seriesde potencias.

Congderemos una funcion continua f = f(x) con O£ x£1. Escribimos la expansdn en series de
potencias como
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N
[f]o & aux" (AD)
k=0
y para potencias m-ésimas
N
[f m]" qa,x< (m=12..) (A2
k=0

Para cumplir con la condicién de consistencia algebraica (C.A.) se debe satisfecer la Sguiente
relacion

[ 7]=[e 1] (A3
Después de reemplazar las series en cada factor de esta ecuacion, se obtiene la Siguiente expreson
de recurrencia

k K
o [o)

A = A Ay pQuk- p) 0 A = A gy p)Sp (A4
p=0 p=0

Ahora expandimos una funcion anditica h = h(y) = A(y(x)) = h(x) en seriesde Taylor
)= a.y" (A-5)

m=0

donde a ,, son conocidas. En particular, indicamos
N
] =8 dox* (A.6)
k=0

donde a, =d, Y d, Sonlos deltas de Kronecker. S sustituimos laecuacion (A.2) en laecuacion
(A.5) (con y(x)° f (X)), podemos escribir

N M

h]=ai & | =8 anam (A7)
k=0 m=0

Esta expresion sera usada para cuaquier funcion anditica

Ahorad tenemos unafuncion raciond F(y)

2oy = 9(Y) _9(x) _
F(y)=2X = 2% = F(x (A.9)
D=5 They T

siendo g(y) Y fi(y) funciones andliticesy f(0)* 0y g(y)=§ ' b.y" Y b,, conocidas. Entonces se
puede escribir

[9(0] = é eX@ P & =ab.au () (A.9)
S denominamos

[Fool=a 1" (A.10)
k=0

Ahorala C.A. debe gplicarse
[FlIh(x]=[g(3)] (A.12)
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& o, 08 &
gal x=gaj x+=aex  donde e =3j (A12)
€k=0 dex=0 g k=0 p=0

Los |, son desconocidosy losconjuntosj , y e, Son conocidos.

Esevidenteque | , = e, /j ,. Ahoralarelacion derecurrenciapara |, es
k

&-al ol

= pt donde j,20 y k=12..,N (A.13)
lo

Debe notarse que j , * 0 paraque F(0) exisa

También |as expansiones pueden efectuarse arededor de x,. En nuestro caso sempre x, = 0.

Iy
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