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Resumen. En un gan nimero de soluciones a problemas de \braciones forzadas de
elementos estructurales es posible obtener la solucion estatica tomando € valor de la
frewencia de exdétacion, w, igud a ceo. El caso mas elemental es e de una viga
smplemente apoyada sometida a unacarga concentrada P, cos@t). En este @so uno

expance a la funcion corrimiento en términos de una serie de Fourier y obtiene los
coeficientes igudando términos megantes comparando con € desarrollo de la carga
exerna cuandose eyresa en términos de la funcion delta de Dirac. Sn embargo esto noes
asi en una gan cantidad ¢ problemas, pa g emplo cuando noson autoaduntos, y ha sido
demostrado redentemente’ que se hace necesario uili zar un proceso de paso d limite. En e
presente trabgo se @ntinlan experimentos numéricos bre d problema en cuestion
considerandase d caso de unalosa en ménsula sometida a unacarga externa urformemente
distribuida p, cos(ct) . El objetivo del trabgo es principamente educaciond, y obviamente,

de importancia conceptual, ya que omo hasido sefialadoreteradamente, la situacion no ha
sidotratadaen loslibros bre d tema.

Abstract. In awide \ariety of forced vibrations which deals with continuows g/stems, ore is
able to oltain the static case as a degenerate situation, by making the exernal frequency of
exdtation equd to zero. But in cther situations, mainly when dealing with nonself adjoint
mathematical system, ore @annd accomplish this diredly in view of high cdegree of
indetermination d the system. Howeve, ore @an oldain the static solution by a series of
limiting processs as it has bean shown recently' andit is also performed in this gudy for a
different forced vibration situation.
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1 INTRODUCCION

En e presente estudio se demuestra @dmo se pueden oltener soluciones estéticas
elementales a partir de soluciones dinamicas mas complegjas, para lo cua se requiere de un
proceso de paso a limite, ya que asignando a la freauencia externa €l valor nulo se obtienen
expresiones atamente indeterminadas.

En primerainstancia d trabajo consiste en determinar las amplitudes de desplazamiento y
de los esfuerzos internos dinamicos de unaviga en ménsula sometida avibradén forzada, par
una caga externa uniformemente distribuida en toda su longitud: p, cosgut) . Ver Figural.

Las amplitudes dindmicas de orrimientos y esfuerzos € adizan en funcién ce las
reladones %) , siendo w,, la freauencia drcular fundamental del sistema dindmico en
01

tratamiento.
La solucion estéticase reproduce aando desaparece ¢ efedo dnamico, es dedr cuandola

reladén ce freaencias tiende a ceo, w 0, y puede ser obtenida del planteo dnamico
01

propuesto hadendo un poceso de paso a limite.
Este trabajo es continuadén ce estudios redi zadaos por otros investigadores 2.

%HHHHHHWHH

Figura 1: Modelo dindmico

2 FORMULACION DEL PROBLEMA

2.1 Vibracionesforzadas

El sistema diferencial que gobierna ¢ modelo dnamico esquematizado en laFigural es el
gue se plantea a ontinuadon:

0w 9%w

El v + P A P = P, COSut) @)

donce
w=w(x,t) eslafuncion desplazamiento delaviga
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| esel momento deinerciadelasecddn transversa
A, esel areadelasecdontransversal,

E esel méduo de dasticidad del material,

P, €sladensidad del material

X esla mordenada espadal, con aigen en € extremo vinculado
p, cos(at) carga externa que solicita alaviga

w eslafreauenciade la caga externa
t esel tiempo

Las eauadones sguientes representan las condciones de borde en los extremos de la viga:
desplazamiento nuo y giro elasticamente restringido en el extremo vinculado, y esfuerzo de
momento fledor nulo y esfuerzo de crte nulo en e extremo libre de laviga. Implicito pa la
eauadon dferencial propuesta estan las consideradones de homogeneidad del material.

w(0,t) =0 (2.9
0X| (0.1, x> 00 '

d°w

=0 (2.c)
x> 00
*w
—1 =0 (2.d)
ax® 00

donce L eslalongitud celavigay ¢ es e coeficiente de flexibilidad del resorte rotadonal
querestringe @ giroen x=0.

En unandlisis inicial, se despreda d efedo de dabeo debido a esfuerzo de wrte en las
secdones transversales de la viga y tampoco se tienen en cuenta la inercia rotatoria, ni la
posibilidad de dguntipo de anortiguamiento estructural.

Se propore d planteo de la solucion ce la ewadon dferencia (1) siguiendo €
procedimiento de separaddn e variables, par lo cual se alopa mmo expresion ¢k la dastica
delavigaunafuncion celaforma:

w(x,t) =W(x)cosut) (3)

donce W(x) eslafuncion espadal en x y cosgt)eslafuncion que depende del tiempo.
Reemplazando esta ewadon en la ewadon dferencia del problema (1) se obtiene la
siguiente expresion:
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d*W(x)

El o — PAWW(X) = p, 4

Cuya solucion se obtiene mediante la suma de una solucion particular més una solucién
homogénea
Como solucién particular se dige un valor constante que se denomina B:

W,(x) =B ©)
Y conla ewadodn (4) se determina d valor de dicha anstante

Po

B=-—7"+ (6)
Po AW
Para plantea la solucion hanogénease parte de la expresion
d4W§X) ~PoA wW(x) =0 @
dx El
Si seintroducelanotadon
r*= W’
El 8
Po Ay
y sereescribe la ewadon (7) como
d4W§X) -r* W(x)=0 9)
dx
Para satisface 1a (9), se adlopaunasolucion celaforma
W, (x) =Ce"*

Conlaque seobtiene
e~ (n4 —r“): 0
De estaformalosvaoresde n encontrados ©n das raices redesy dos raices complejas
n=r;n,=-r,n,=ir;n,=-ir
donce i =+/-1. Laformagenera dela solucién hanogéneade la ewiadon (9) es
W, (x)=D,e"' +D,e"" +D, "' +D,e"""

La aua también puede ser escrita en su forma equivaente
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W, (x)=C;ser{rx)+C,cos(rx)+C,senlfrx)+C, cosh(x) (10)

Paraintrodwcir larazdn ce freauencias en la solucion seintroducelanotadén

donce k es un nimero pasitivo y w,, es la freauencia fundamental circular del sistema
estructural en estudio.

(4 = Pohy W K
El
Finamente la solucién compl eta puede ser expresada @mo:
W(x)= —% +C;ser{rx)+C, cos(rx) + C,senlfrx )+ C, cosh(rx)
pOAO k wOl
y la expresion ce la dastica
U p
W(x,t) =0 ———5— +C;ser{rx) +C, cos(rx) +C;senlfrx) +
B PoA Ky
0 (11
C,cosh(rx) O cos(at)
]

Los C, son constantes que se determinan con las condciones de borde de la estructura. Al

resolver €l sistema de aiatro easadones de las condciones de borde (2.a-d), las constantes
guedan definidas por las expresiones

p0(¢' rL cosh(rL ) cos(rL) — ¢'rL + ¢ rLsenK(rL )ser(rL ) + cosh(rL )ser{rL ) + senlfrL ) cos(rL))

2r "El(cosh(rL ) cos(rL ) — ¢  rLser(rL )cosh(rL ) + ¢ rL cos(rL )senlfrL ) + 1)
po(l — ¢ rLser(rL ) cosh(L ) — senlfrL )ser(rL ) + ¢ rL cos(rL )sent{rL ) + cosh(rL ) cos(rL )) (12b)
C, = 12.
2 2r 4EI (cosh(rL ) cos(rL ) — ¢' rLser(rL ) cosh(rL ) + ¢' rL cos(rL )senlfrL ) +1)
c pO( —sentfrL ) cos(rL ) — cosh(rL )ser{rL) + ¢' rLsenlfrL )ser{rL) + ¢' rL — ¢' rL cosh(L ) cos(rL)) (120
= .C
3 2r 4EI (cosh(rL)cos(rL) — ¢' rLser(rL )cosh(L) + ¢' rL cos(rL )senlirL ) +1)
Po po(l —¢' rLser(rL)cosh(L ) — seniirL )ser{rL ) + ¢' rL cos(rL )senifrL ) + cosh(L ) cos(rL ))
Cy = - (12d)

r 4EI 2r 4EI(cosh(rL )cos(rL ) — @' rLser(rL )cosh(L ) + @' rL cos(rL )senifrL) +1)

El coeficiente ¢° se define wmo coeficiente de flexibilidad adimensional del resorte
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rotadonal mediante la expresion:
PEI
L
Para obtener la solucion del problema estatico como un caso particular de la solucion
dindmicaobtenida, se propore d siguiente paso al limite:
P, (120'L*x + x* — 4Lx® + 6L°X?)
24E|

Andizando e caso de empotramiento rigido ided (¢" - 0) la déstica de la viga en
ménsula esta dada por la expresion:

¢':

L wix) = @

4 3 2,2
X" —=4Lx” + 6L x
W(X,t)=i pO( )
24 El
que mincide ®n la respuesta estética de ese sistema estructural®, bajo carga @nstante
uniformemente distribuida p, .
El cdculo de los esfuerzos internas, momento fledor y corte, se rediza por medio de un
procedimiento and ogo.
La epresion que arresponce d esfuerzo de momento fledor dindmico M (x,t) de una

viga e

14

M(x,t) _ _0"w(xt)
El ox?

Si se reanplaza la solucién dnamicaobtenida para @ desplazamiento,w(x,t), € momento
fledor dindmico se expresa:

M(xt) _ 9*w(xt) _
El a2

Nuevamente, y de manera andloga se plantea & paso al limite para cdcular la solucion
estética tal como seindica

2
Lim% El aw—(f’t)ﬁz % Do (2Lx — L2 = X%) (16

-r 2[Clser( rx)+C, cos(rx) + C,senlirx) + C, cosh(x )]cos(w t) (19

k-0 0X

La epresion (16) verifica la respuesta estatica del sistema y coincide @n la solucion
estéticadel problema®. De manera totalmente similar se cdcula d esfuerzo de rte Q(x,t)en

laviga, en funcion de su expresion correspondente.
0 M (x,t)

Q(x,t) = 3 x

(17
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cuyo paso a limite permite obtener la solucion estéticadel problema planteado.

, 93 W(x.t)[_
Lim EI%TE— po( LX) 19

2.2 Vibracioneslibres: Frecuencia fundamental

A cortinuadén se indica & cdculo de los coeficientes de freauencia natural fundamental
de la estructura para diferentes flexibili dades del resorte arotadon ¢” . Calculo gque seincluye

alos efedos de complementar este estudio; ya que la cnsideradon de lavinculadén eléstica
en vigas ha sido tratada por varios autores con anterioridad .

El sistema de eaiadones que gobierna d problema de vibradones libres de la viga en
meénsula vinculada déasticamente arotadon se presenta a ontinuad on:
0‘w 0°w
—+ —=0 (19
axt P

Las condciones de borde son las ya indicadas en las expresiones (2.a-d). Se alopa una
solucion celaforma

El

W( X,t) =W(x)cos(w,t)
gue d ser reemplazada en la ewiadon dferencial del problema (19), permite obtener la
expresion:

9*W(x)
ox*
donce w, sonlas freauencias circulares naturales de la estructura

Lasolucion cela ewiaddn (20) es:

El = Po AW, W(X) =0 (20)

W(x)=D,ser{rx)+ D, cos(rx)+D,senl{rx)+ D, cosh(rx)
con:

2
4 _ 4 _po%wo
r-=r (wp) —
El

Operando mateméticamente las expresiones de las cond ciones de borde (2.a—d), se obtiene
un sistema homogéneo de aiatro eauadones con cuatro incognitas. Y la solucion notrivial de
ese sistema de ewadones condwe ala ewadodn trascendente de freauencias del sistema
dindmico anali zado.
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2 [ _COSh( Flan) '—)COS( Flan) L)+ser( es '—) COS"( Flan) '—) ¢ T L=
cos(r(%, L)senr(r(%, '—) ¢l L 1 ] =0
cuyas raices w, constituyen los distintos valores de freauencia naturales del sistema

estructural, el menor delos cuales es e coeficiente de freauencia drcular fundamental cw,, .

Los diferentes valores de @’ representan distintos casos de vinculacion eléstica aflexion de
laviga en ménsula.

3 RESULTADOSNUMERICOS
En la primera tabla, Tabla 1, se presentan los coeficientes de freauencia fundamental

adimensional Q,, :*/péfb wy,L*, que le mrresponctn a la estructura etudiada en este
trabgjo, en funcion ce las caraderisticas fisico-geométricas del modelo.

Tabla 1 : Coeficientes de freauencia fundamental del sistema estructural de laFigura 1.

El
¢': ¢T Qm = pIOE'I% w01|-2

0 3.516
0.01 3.448
0.10 2.969
0.20 2.611
0.50 2.016
1.00 1.558

Es de mencionar que para @ caso de flexibilidad ndaen € resorte, ¢'=0, el coeficiente de

freauencia mincide on el valor que asume e la viga @n empotramiento perfedo en su
extremo 2.
En la Tabla 2 se muestran los vaores de amplitud maxima de la deflexién dnémica

%, de laviga, paradistintos valores del coeficiente de flexibili dad del resorte.
Po

La anplitud maxima de la deflexidn se produce e € extremo libre, x =L, y se presenta
como ura funcién ce la razén entre la freauencia de excitadon ck la fuerza externa, w, y la
freauencia fundamental del sistema estructural, w, .

Se observa que aiando la razén ce freaencias %) tiende a ceo, los resultados
01

numeéricos coinciden con los valores estéticos, tal cua se demostrase en €l planteo de paso a
limite, expresion (14).
Es de hace notar € caso ¢ - 0, que @rresponce alaviga enpotrada-libre. En la medida
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gue se monsidera un resorte més flexible ¢ - 0.01, 0.25,0.50,....el valor de la deflexion
aumentatal como se observa en los resultados de latabla

Tabla?2 : Coeficientes de anplitud méxima de las deflexiones dinamicas del extremo libre delaviga, x=L.

|Wméx|
poL*/El
k = i ¢' = @
W, L
0 0.01 0.1 0.2 0.5 1

k - 0 | 0125| 0.130 0.175 0.225 0.375 0.625
0.01 0.125| 0.130 0.175 0.225 0.375 0.625
0.25 0.133| 0.139 0.187 0.240 0.400 0.667
0.50 0.167 | 0.174 0.234 0.301 0.501 0.834
0.90 0.665| 0.692 0.930 1.194 1.985 3.301
0.95 1.297 | 1.349 1.815 2.330 3.871 6.436
0.99 6.364 | 6.618 8.899 11.423 18.975 31.545
1.01 6.304 | 6.556 8.815 11.314 18.791 31.236
1.25 0.227 | 2.360 0.317 0.407 0.674 1.119
1.50 0.103| 0.107 0.144 0.184 0.305 0.505

Tabla 3: Coeficientes de anplitud méxima del momento fledor dinamico en el extremo vinculado celaviga,

x=0

|M méX|

Po L?

k —_ i ¢I —_ @
Wy, L
0 0.01 0.1 0.2 0.5 1

k -0 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500
0.01 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500
0.25 0.530 0.530 0.531 0.532 0.532 0.533
0.5 0.649 0.650 0.655 0.658 0.662 0.663
0.90 2.400 2411 2.479 2.519 2.570 2.596
0.95 4.624 4.648 4,797 4.884 4,993 5.051
0.99 22437 | 22567 | 23.362 23.826 24.408 24.717
1.01 22103 | 22.237 | 23.057 23.535 24.135 24.455
1.25 0.736 0.743 0.788 0.815 0.848 0.866
1.50 0.299 0.304 0.334 0.351 0.373 0.385
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dindmico | ”E‘;| coincidente @wn & empotramiento, x =0, en funcion ce la reladon e
Po
freaencia W/ .
wOl

Como era de esperarse, € valor de la anplitud méxima aumenta d aumentar e coeficiente
de flexibilidad del resorte tal como se observa en latabla.

Nuevamente para la condcién % - 0, los coeficientes son los que se @rresponcen
01

con el caso estético, eauadon (16).

|Qméx|

En la Tabla 4 se muestran los parametros de anplitud maxima del esfuerzo de wrte oL
Po
en el extremo vinculado cHl laviga, x = 0; para distintos valores del coeficiente¢” .

Tabla4 : Coeficientes de anplitud maximadel esfuerzo de crte dindmico en el extremo vinculado celaviga,

x=0.

|Qmax|

PoL

k = i ¢' = @
Wy, L
0 0.01 0.1 0.2 0.5 1

k -0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.01 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.25 1.041 1.042 1.044 1.045 1.047 1.048
0.50 1.206 1.208 1.220 1.227 1.237 1.242
0.90 3.618 3.643 3.800 3.897 4.025 4.097
0.95 6.680 6.734 7.076 7.287 7.565 7.722
0.99 31.200 | 31.490 | 33.313 34.435 35.923 36.763
1.01 30.109 | 30.408 | 32.288 33.446 34.982 35.849
1.25 0.695 0.711 0.815 0.879 0.966 1.015
1.50 0.092 0.102 0.170 0.213 0.271 0.304

4 CONCLUSIONES

Uno tenderia apensar que los resultados obtenidos ©n ce natural eza relativamente obvia.
Sin embargo y como se sefiala en lareferencia [1] no se ha hall ado referencia a ate hedho en
laliteratura téaico-cientifica onacida.

Los resultados presentados en este trabagjo corresponcen a un fuerza de excitadon el tipo

p, Cosuty pueden ser extendidos fadlmente d caso en que la fuerza de excitadon es una
funcion e la variable espadal p,(Xx) cosat, ver Figura 2, y también a caso de vigas con

otras condciones de borde.
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i
e
X

Yy

Figura2: Sistema vibrante excitado pa unafuerzavariable p,(x) cosat
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