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Abstract.

En este trabajo calculamos la birrefringencia eléctrica en el estado estacionario debida
a la electroforesis libre en solucion para el caso de moléculas cargadas con forma de varilla
quebrada rigida. Usamos la Ecuacion de Fokker-Planck para encontrar la funcion de dis-
tribucion que describe la orientacion de las moléculas en un campo eléctrico determinado.
La ecuacion diferencial resultante es del tipo:
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Para obtener las soluciones f (0,1)) de esta ecuacion diferencial empleamos el método
de perturbacion. FEsto nos lleva a tener que resolver otras dos ecuaciones diferenciales.
Para obtener soluciones particulares de estas ecuaciones usamos el desarrollo en series
de Fourier en las variables 0 y 1, en el intervalo —m, .

La funcion de distribucion resultante puede ser aplicada para obtener la birrefringencia
eléctrica de soluciones de fragmentos de ADN.

1252


marce
1252


J. A. Bertolotto, G. B. Boston, M. E. Ascheri

1 INTRODUCCION

La birrefringencia eléctrica de macromoléculas y coloides en soluciones diluidas, general-
mente se obtienen considerando la interaccién de los momentos inducidos y permanentes
con el campo eléctrico aplicado E. En este caso, el cdlculo estadistico se realiza us-
ando la funcién de distribucién de Boltzmann. O‘Konski et al' y Holcomb et al?, entre
otros, calcularon la birrefringencia eléctrica en estado estacionario para campos eléctricos
de cualquier intensidad para moléculas rigidas. Yoshioka® extendié estos calculos para
moléculas flexibles.

En general, las macromoléculas y coloides poseen también una carga eléctrica neta y
migran bajo la presencia de un campo eléctrico. Este fenémeno se denomina electroforesis
libre en soluciéon. Si las moléculas que migran tienen una forma tal que presentan un
acoplamiento entre el movimento de rotacion y traslacion, se origina una birrefringencia
eléctrica. Esta caracteristica la cumplen tanto particulas rigidas como flexibles. Este
fenémeno de no equilibrio no se puede resolver empleando una distribucién de Boltzmann.

En un trabajo previo? analizamos este problema desde un punto de vista fisico. Us-
amos la Ecuacién de Fokker-Planck para encontrar la funciéon de distribuciéon que describe
la orientacion de las moléculas bajo la accién de un campo eléctrico determinado, y la
resolvimos usando el método de perturbacién. En dicho trabajo no se realizé un analisis
detallado del tratamiento matematico del método de resolucién de las ecuaciones diferen-
ciales involucradas.

El objetivo de este trabajo es presentar los métodos numéricos utilizados para el calculo
de la birrefringencia eléctrica (An) en el estado estacionario debida a la electroforesis libre
en solucion para el caso de moléculas cargadas con forma de varilla quebrada rigida.

2 TEORIA

Nuestro modelo consiste en una solucién de moléculas cargadas rigidas con la forma de
varilla quebrada, es decir formadas por dos varillas de longitud L con un dngulo x entre
ellas. Cada molécula varilla quebrada (MVQ) tiene una carga, ¢, distribuida uniforme-
mente a lo largo de los brazos de la misma. Esta molécula se coloca en un sistema de
coordenadas tal que su origen es fijado en el centro de masa que esté en la bisectriz del
angulo entre las dos varillas. El campo eléctrico T se aplica en el eje z del sistema de
coordenadas de laboratorio. Una descripcién detallada de este modelo se encuentra en un
trabajo previo *.

Mediante la ecuacién de Fokker-Planck encontramos la funcion de distribucion que
describe la orientacion de las moléculas en un campo eléctrico determinado. La ecuacion
diferencial resultante es

8 3
_cosy f(gf@f}ﬂp sin® § — Py cos®0) + (sin

_W (sin (¢) cos 0) & (— Pasq) + (cos 1) <=
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05(0.0.4) , o\ 92LG00)
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+ <C0t2 ) (RH sin (1#) + R22 COS 2/)) — v + Rgg#w
+ (cot (9)) af(d)ew (Ri1sin® () + R cos ¢) + 298 cos 4 sm¢8f(¢0 ) (—Ryy + Ra)
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donde f (¢, 0,1) es la densidad de probabilidad en el estado estacionario de encontrar
al MVQ en una orientacién, con respecto al sistema de laboratorio, dentro de un angulo
solido definido por los angulos de Euler ¢,60,1 ; k es la constante de Boltzmann ; T la
temperatura Kelvin; P3y y Ps3 son los términos no nulos del tensor de difusién para el
acoplamiento traslacion-rotacion y los R; para ¢ = 1,2,3 son los términos del tensor de
difusién rotacional.

Para el caso de orientacion de particulas mediante un campo eléctrico ﬁ, la funcién
f (#,0,1) se hace independiente de ¢ debido a la simetria cilindrica que éste introduce en
el sistema.

Para resolver esta ecuacion empleamos un método de perturbacién similar al explicado
por Collatz °, introduciendo un coeficiente € en los términos dependientes del campo
eléctrico. Desarrollando la solucién de la ecuacion diferencial en potencias de ¢, se tiene

FO.0) = fo(0,0) +efi(0,9) + € f2(0,9) + O () (2)

La solucién satisface la condicién de normalizacion

2r W

21 [ [ £(60,4) (sin6) dody) = 1 (3)

00

donde

O
)

fo(6,¢) (sin®) dfdy = 1 (4)

[\
)

fi (0,9) (sin ) dfdy) = 0 parai=1,2 (5)
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Para ¢ = 0 resulta la ecuacion diferencial sin perturbar que describe la difusién rotatoria
de las particulas en ausencia de campos eléctricos. En consecuencia, la orientacion de las
mismas es al azar y la funcion de distribucién debe ser independiente de 6 y ). Esta
solucion es la siguiente

Reemplazamos f (0, 1) en la ecuacién diferencial (1) por el polinomio (2). Igualando los
coeficientes de £’ (7 = 1,2) obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales para f; (6,1))
con i = 1,2 que cumplen con las condiciones de normalizacién (5)

Lfi(0,9)+Q1 =0 (7a)
Lf2(0,9)+Q2=0 (70)

donde L es el operador siguiente

o
8812” By sin ;f;;]z” cos? (RH cos? ¢ + Rgp sin® )+ cot%aﬂ (Ri1sin® ¢ 4 Ras cos? 1))
6
+R33 — 2 (sin 1) cos w) % % +2 (sm 1 cot 6 cos w) (RQQ Ry1)
+2 (cot 0 cos ¢ siny)) 2 Rfm?“ + (cot ) & (Ryy sin® + R22 cos? 1))
— (sin ) cos ) 2 55 (cos? 0 + 1) f22-Au (8)
y
Ql = 8# (%) (SiIlZDSiIl3 9) <P32 — P23) (9)
_ Eq\2 (P33—P23) _:
Q2 = 5z (i) (R im0
(ng (31 ) (Cos 1) — sin? 7,/)) — Py3 (0052 6 — sin? ¢ sin? 9)) (10)

A los efectos practicos multiplicamos las ec. (7a) y (7b) por sin?f. Para obtener
soluciones particulares de estas ecuaciones desarrollamos las funciones (01 y ()2 en series
de Fourier en las variables 6 y 1 en el intervalo —m, 7, obteniéndose

Q1 = 32 7r2kT (P23 — Ps2) sinf'sin ¢+(Lz) 3% 7 (P23 — Ps) sin 30 sin ¢ (11)
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— __1 P3o—Po3 Eq\2 (2P32—Pa3)(Ps2—Pa3)
Q2 = 12872 ( ) Pos (Roa+Ra3) 1287@ T) (Ra2+Rs3) cos 2
1 Eq 2 P3o—Pa3 Eq 2 (2P32—Pa3)(P32—Pa3)
+gz (52) s (FasTRay) €05 20 + o7 (kT) (Raa+Rs3) cos 20 cos 2t
3 (Eq\? P3y—Pas Eq\2 (2P32—Pa3)(P32—Pa3)
12872 (kT) Pas (R22+Rs33) cos 46— 128 2 ( T) (Raa+ Rs3) cos 46 cos 2#) (12)

Estas expresiones inducen a desarrollar la funcién f; (0, 1) en series de Fourier de senos
y la funcién f5 (0,1) en series de Fourier de cosenos , ambas en el intervalo —7, 7 para
las variables 6 y 1 como se muestra a continuaciéon

f1(0,9) = 3 io: A SIN MY sIN NG (13)
m=1n=1

8
2

fa(0,9) = bim.n COS MY COSNY (14)

Il
—

m=1n

Reemplazando estos desarrollos en las correspondientes ecuaciones diferenciales e igua-
lando los coeficientes de sinmisinnf y cosm# cosny respectivamente, para m y n en-
teros, resultan sistemas de ecuaciones, donde las incégnitas son los coeficientes a,,, y
byn.n. Asumiendo nulos los coeficientes que no contribuyen a la formacién de los términos
de las series para @1 en (11) y Q2 en (12) resultan las siguientes soluciones:

fi(0,9) = #%% sin 6 sin v (15)
f2(0,v) = agp+aga cos 2t+as o cos 20+as o cos 260 cos 2¢ (16)
donde

1 (Eq) (P32—P23)(R22P324+2R33 P23+ R11 Pe3—R11P32)
kT (R22R11+R22R33+R11R33)(R22+R33)
no = — 1 (@)2 (P32—P23)(R22 P32+ R11P32—R11P23)
0,2 64m2 \k (R22R11+R22R33+R11R33)(R22+R33)
aso = 3app

La expresion para obtener la birrefringencia eléctrica para una varilla quebrada flexible

1 .
fue escrita en un articulo anterior®, ecuacion (18). Se emplea esa ecuacién con |B|? = sin

valido para moleculas tipo varilla quebrada rigida y la funcion de distribucién obtenida
en lugar de e G

El célculo desarrollado contribuye a explicar la dependencia con el campo eléctrico de
la birrefringencia eléctrica del ADN.
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La expresion final obtenida de la birrefringencia eléctrica en estado estacionario para
campos bajos es la siguiente?:

Ang = $27¢1[2(a0) Ag + 3 (a02) Bol

donde Ay = (aﬁ - ai) (3sin®*(x/2) —1) y By = —2 (aﬁ - a‘i) cos®(x/2), af y af
son las polarizabilidades épticas en la direccién paralela y perpendicular al eje de cada
varilla respectivamente, ¢; es el nimero de moléculas por unidad de volumen y n el indice
de refraccién de la solucion.

3 CONCLUSIONES

La resolucion analitica de la ecuacion diferencial resultante para encontrar la funciéon
de distribucion orientacional es muy compleja o imposible. A efectos de resolverla en
forma aproximada hemos utilizado el método de perturbaciéon combinado con el método
de desarrollo en series de Fourier. La funcion de distribucién resultante puede ser aplicada
para obtener la birrefringencia eléctrica de soluciones de fragmentos de ADN.
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