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Resumen. La versatilidad de un robot para realizar una tarea esta limitada principal-
mente por la flexibilidad de su end-effector. En los ultimos anos la investigacion ha sido
enfocada al desarrollo de una mano con varios dedos, ya que tales dispositivos son capaces
de manipular y asequrar objetos de diferentes formas.

Un sistema de manipulacion con destreza, compuesto de una mano robot con varios
dedos y un objeto que serd sujetado o manipulado, puede modelarse como un conjunto de
cuerpos rigidos en contacto.

La dinamica de varios cuerpos rigidos en contacto trata de predecir las aceleraciones y
fuerzas en los puntos de contacto del conjunto de cuerpos rigidos con friccion de Coulomb.
El calculo de dichas fuerzas permite determinar si el contacto se mantiene o desaparece
y planear una determinada accion.

Las ecuaciones que describen el problema forman un sistema de ecuaciones algebraico-
diferenciales. En esta contribucion el problema se reformula como un problema de comple-
mentaridad no lineal mizto (PCNM). Luego, se plantea un problema de optimizacion con
restricciones de caja, asociado al PCNM, usando una funcion de mérito adecuada, y se
establecen condiciones que permiten asequrar que ambos problemas son equivalentes. Fi-
nalmente el problema de optimizacion se resuelve usando un algoritmo robusto y eficiente
desarrollado por Friedlander y Martinez y se presentan resultados numéricos alentadores.
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1 INTRODUCCION

Los problemas de complementaridad son de gran importancia en aplicaciones de ingenieria
porque estan asociados a la nocién de sistemas en equilibrio'. En los tltimas décadas se
han estudiado diferentes tipos de problemas de complementaridad: lineales, no lineales,
mixtos, y se han desarrollado algoritmos eficientes y robustos para resolver cada uno de
ellos.

Los problemas de complementaridad surgen en muchas aplicaciones de ingenierfa!, por
ejemplo problemas de contacto mecanico, problemas de mecanica estructural, problemas
de diseno estructural, problemas no lineales de obstaculo, problemas de lubricacién elas-
tohidrodinamicos, problemas de equilibrio de tréafico, y problemas de control éptimo, por
mencionar algunos.

Este trabajo esta organizado como sigue; en la seccién 2 se presentan generalidades
del problema de complementaridad no lineal mixto (PCNM), y en la seccién 3 el método
de resoluciéon del PCNM via optimizacion y resultados de existencia y unicidad.

En la seccion 4 se considera un modelo dinamico para varios cuerpos rigidos en con-
tacto, las ecuaciones que lo representan®? y a partir de ellas se formula el problema de
complementaridad no lineal mixto.

En la seccién 5 se resumen los resultados numéricos obtenidos al resolver el proble-
ma de complementaridad para tres dedos robots sujetando un objeto. Finalmente las
conclusiones y las posiblidades futuras para continuar con esta linea de investigacion.

2 PROBLEMA DE COMPLEMENTARIDAD NO LINEAL MIXTO

Dada la funcion vectorial F : R" — IR" y los conjuntos de indices £ y C que definen una
particién de {1,2,...,n} el problema de hallar un vector z € Q C R" tal que

./TE(ZL’) = 0, ZTc Z 0, ./Tc(l’) Z 0, Jféfc(l’) = 0, (1)

se dice problema de complementaridad no lineal mixto. Las variables xc son las varia-
bles complementarias y x, son las variables libres que no satisfacen las condiciones de
complementaridad y no negatividad. El conjunto €2 esta definido por

Q={zreR":a<z<b},

donde a y b son vectores n-dimensionales con a; € [—00,00) v b; € (a;,00]. Si x; es tal
que ¢ € L entonces a; = —oo y b; = oo, mientras que si ¢ € C entonces a; =0y b; = 00.

Siel conjunto L=0y Q =R} ={z € R":2; >0, i =1,...,n} entonces se tiene
un problema de complementaridad no lineal (PCN), si ademas la funcién F(z) es afin se
trata de un problema de complementaridad lineal (PCL). Si el conjunto C = ) resulta un
sistema de ecuaciones no lineales (SEN).

Se considera un cambio de notacion, introduciendo una particion de x, los vectores
u € RP, v € R™ y una particién de F las funciones vectoriales F' : R" — IR?, y
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G :IR" — IR™. Se introducen variables de holgura z € R”, y el problema de complemen-
taridad mixto se expresa como sigue,

u,z2>0, z—F(u,v) =0, u'2=0, Gu,v)=0, (2)

donde u es el vector de las variables complementarias y v el de las variables libres, de
forma que la dimension del problema de complementaridad es m + 2p.

El problema de complementaridad no lineal mixto puede considerarse como un pro-
blema de complementaridad no lineal y un sistema de ecuaciones no lineales simultaneos.

3 RESOLUCIQN DEL PROBLEMA DE COMPLEMENTARIDAD VIA OP-
TIMIZACION

Para poder reformular el problema de complementaridad mixto como un problema de
optimizacién es necesario introducir una funcién de mérito f : R" x R™ x R? — R. El
problema de optimizacién que se resuelve es

Minimizar  f(u,v,2)
5. (3)
u>0, 2>0.

La ventanja de reformular el PCNM usando la estrategia mencionada es la aplicacion
de técnicas, algoritmos eficientes, y resultados tedricos conocidos para problemas de op-
timizacion. En general los algoritmos para resolver problemas de optimizacion obtienen
puntos estacionarios, es decir puntos que soélo satisfacen las condiciones necesarias de op-
timalidad de primer orden. Se puede garantizar la convergencia a un minimo global si la
funcién de mérito es convexa. Las funciones de mérito son composicién de las funciones
que definen el problema P.

Los problemas de optimizacion han sido estudiados extensamente en los ultimos anos
y existen muchos algoritmos eficientes para encontrar la o las soluciones. Para obtener
una solucién del problema de complementaridad no lineal mixto se resuelve el problema
de optimizacién (3) con la funcién objetivo,

fu,0,2) = || Fu,0) = 2 |* + || Glu,v) [ + (u'2)". (4)
Andreani, Friedlander, Mello y Santos? establecen las condiciones que permiten asegurar

que puntos estacionarios de (3) con la funcién de mérito (4) son también minimizadores
globales y soluciones del PCNM.

4 MODELO MATEMATICO DEL PROBLEMA DE CONTACTO

Para trabajar con problemas de contacto con friccion se considera un modelo de superficies
en contacto y cuerpos en movimiento.

1764


xyz
ENIEF 2003 - XIII Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

xyz


marce
1764


F. E. Buffo, A. Friedlander, M. C. Maciel

El sistema dinamico esta formado por, un ntmero determinado de cuerpos pasivos
llamados objetos, que se mueven en respuesta a fuerzas externas y a fuerzas que surgen
del contacto, y un ntimero dado de cuerpos activos llamados manipuladores. Las hipotesis
del modelo propuesto®® son:

1. Los cuerpos son rigidos. No hay restricciones sobre la forma de los cuerpos.

2. La direccién normal en cada punto de contacto estd bien definida, esto significa que
la superficie del cuerpo pasivo tiene plano tangente en todo punto de contacto.

3. Existe friccién en cada punto de contacto. Se debe seleccionar un modelo de fricciéon
y una ley de friccion.

4. El manipulador esté formado por eslabones (links) y juntas; las juntas del manipu-
lador no forman lazos cerrados. Cada junta tiene un sélo grado de libertad. Los
contactos que se permiten son unilaterales.

5. Todos los contactos estan sujetos a tierra (coordenada de referencia).

Las ecuaciones y restricciones que gobiernan el modelo son: las ecuaciones de movimien-
to de Newton-Euler, para los objetos y los manipuladores, las restricciones cineméticas
unilaterales y bilaterales debidas al contacto, las condiciones dindmicas del contacto (prin-
cipio de no penetracién y fuerzas no extensibles), y la ley de friccién del contacto.

Para desarrollar las ecuaciones que gobiernan la dindmica de un conjunto de cuerpos
rigidos en contacto se considera que en un instante ¢, cierto nimero de objetos (ny,;) estan
en contacto entre si y con cierto nimero de manipuladores (7,,45,), siendo n. el numero
total de contactos.

Se designa con ¢;; a la fuerza de contacto sobre el cuerpo i a través del contacto j
expresado en la estructura C;, con componentes normal, tangencial y ortogonal (c;;)n,
(¢ij)e ¥ (¢ij)o- La suma de las fuerzas que actian en el cuerpo i es igual a la masa por la
aceleracién de su centro de masa y se expresa como

> Wij ¢ij + Gobji + hobji = MobjiGiobji, (5)
JEB;

donde B; es el conjunto de indices de los puntos de contacto del cuerpo 7, go;.i € R es la
fuerza generalizada externa (expresada en las coordenadas de referencia fija en el cuerpo
B,) que actiia sobre él, hyp;; € R® es el término de cantidad de movimiento, Gobji € RY es
la aceleracién generalizada (lineal y angular) del centro de masa del objeto, M;; € IR6*6
es la matriz de masa (simétrica y definida positiva) del objeto i particionada como:

M; 0 ] | (6)

Mobj,i - [ 0 MQ@'

con M ; = mep,;il3, siendo I3 la matriz identidad, y My, el tensor de inercia del cuerpo
i expresado en la base B,;. La matriz W;; € R®*? transforma las fuerzas de contacto Cij
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en una fuerza generalizada, Fj;. Las matrices de torsién W;; (wrench matrices) contienen
toda la informacion geométrica del contacto j.

Las ecuaciones anteriores se extienden a todos los objetos, se expresan las fuerzas de
contacto por componentes, y se obtiene la siguiente ecuacién matricial:

Wn Cp + Wt cy + Wo Co + Gobj + hobj = objdobja (7)

n 6nopi XN . 6nopj
con ¢, € R ca Wa € IR""obs Ca a € {nata 0}7 gobja hobj7 qobj S R Ob]a y Mobj €
R6n0ij6nobj es

Moy = diag{ Mopj,1, Mobj2, ..s Mobjn,,, }- (8)

Anélogamente se obtienen las ecuaciones dindmicas para los manipuladores:

T = (‘]fL Cn + Jf ct + J(t) Co + Gman + hman) = Mmanémana (9)

donde, si llamamos ny al nimero de juntas de los manipuladores, 9man € R™ es la
velocidad de las juntas, 7 € IR™ es el vector de esfuerzos, J,, J; y J, € R™*" son las
matrices Jacobianas que determinan el efecto de a-ésima componente de la fuerza (c;;)q
sobre la componente « del vector de esfuerzo de junta 7, con a € {n,t,0}, M,qn € R™*"
es la matriz de inercia (simétrica y definida positiva), gman(@man) € IR™ es el vector de
torques de gravedad, hpan (Oman, Qman) € R™ representa al vector de Coriolis y los torques
centripetos, y Gpan € IR™ es el vector de aceleracién de juntas.

El movimiento de cada uno de los cuerpos en contacto esta limitado por restricciones

cinematicas: '
Vg = Wiq'gbj — JoBman a € {n,t,o}, (10)

Qo = Wotéq.obj - Jaéman + Wédobj - jaémana ac {TL, t) 0}' (]-1)

donde v, € IR"™ es la velocidad lineal y a, € IR"™ es la aceleracion lineal en la direccion
a, expresadas en la estructura de contacto Cj, qop; ¥ éman son los vectores de velocidades
de los cuerpos y de los manipuladores.

En cada punto de contacto j la componente normal de la velocidad es cero,

Ujn =0, j=1,...,n. (12)

De los n. puntos de contactos, se designan con nyr al niimero de contactos que pueden rodar
y con ng al nimero de contactos que pueden deslizarse, de forma tal que n. = ns + ng.
Se notan con § y R a los conjuntos de indices respectivos.

Un punto de contacto de rodamiento se caracteriza porque tanto la componente tan-
gencial como la ortogonal de la velocidad en dicho punto son cero, esto es

Vjt = Vjo = O, j €ER. (13)
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Mientras que un punto de contacto de deslizamiento se caracteriza porque la compo-
nente tangencial o la componente ortogonal de la velocidad en dicho punto es distinta de
cero,

th%o o'ij%O,jGS. (]_4)

Para evitar la interpenetracion, el movimiento de un objeto esta sujeto a otra restric-
cién conocida como principio de no penetracion de Signorini,

a, > 0. (15)

Las fuerzas en los puntos de contacto deben tener componentes normales no negativas,
esto significa que son no extensibles

cin>0,7=1,..n. (16)

Para un punto de contacto cualquiera j, si (a,); = 0 el contacto se mantiene y (c,); >
0, mientras que si (a,); > 0 el contacto desaparece (breaking) y (c,); = 0.

Considerando (15) y (16) entre las aceleraciones y las fuerzas en los puntos de contacto
se establece la restriccion de complementaridad,

achn = 0. (17)

Para atrapar un objeto se requiere de fuerzas de friccion y por ello se debe establecer un
modelo de friccion. La eleccion del modelo de friccion determina la forma de las matrices
W, que aparecen en la ecuacién (7) y las matrices J,, en la ecuacién (9) con o € {n,t, o}.
La ley que se utiliza aqui es la ley de friccion de Coulomb que establece que la fuerza de
contacto en el punto j cae dentro o sobre la frontera del correspondiente cono de friccion
representado como sigue:

c?t + c?o < u?c?n, 7=1,...,n (18)

donde p; es el coeficiente de friccién en el punto de contacto j.

Si un contacto es de deslizamiento, la fuerza de contacto debe pertenecer a la frontera
del cono de friccién con su componente de friccion directamente opuesta a la velocidad
de deslizamiento y satisfacer

[iCinVja + Cja\J V3 + 03, =0, 1 €S, a € {t,o0}. (19)

Si un contacto es de rodamiento, la fuerza de contacto puede tener alguna direccién y
magnitud, dentro del cono definido por (16) y (18) y satisfacer

HiCinlja + oy a5 + a5, =0, j ER, a € {t, 0}. (20)
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La ecuacién (19) difiere significativamente de la (20), ya que la primera es lineal en las
incégnitas c;, v ¢jo porque las velocidades son datos, en cambio la segunda es no lineal
porque las aceleraciones son incognitas.

Considerando que en el instante inicial ¢, se conocen, @b, Gobj, Gobjs Nobjs Mob;
para los objetos, 0,.an, ém(m, Ty Gman, Pmans Mmaen Para los manipuladores, las matrices
de torsion W y las matrices Jacobianas Jyan, Gobj ¥ 9man satisfacen las restricciones
cimenaticas (10), (12) y (13), estudiar la dindmica de varios cuerpos en contacto significa
determinar Gopj, Oman; Cn, Ct, Co, Gn, Gi, o, que satisfagan las ecuaciones (7), (9), (11),
(15), (17), (19) y (20).

Dado que el sistema de ecuaciones algebraico-diferencial que resulta es complejo de
resolver, es conveniente reformularlo como un problema de complementaridad no lineal
mixto. Para ello, se considera una discretizacién de la variable independiente, suponiendo
que en el instante ¢y existe contacto y se conocen la posicion y velocidades de todos
los cuerpos (configuracién inicial), y se resuelve un problema de complementaridad para
establecer la configuracién en un instante de tiempo ¢y + At. Esto significa analizar si
el contacto se mantiene o desaparece, y calcular las posiciones y velocidades en la nueva
configuracion.

Teniendo en cuenta que existen las inversas de My,; v de M., se puede despejar
Gobj Y Onan de las ecuaciones (7) v (9). Reemplazando Gp; v O,man €n la ecuacion (11) y
definiendo a, € R", con « € {n,t, 0}, se obtiene el sistema de ecuaciones lineales

an Cn bn
Qg = A Cy + bt s (2 1)
Qo Co bo
Ann Ant Ano
A = Atn Att Ato = th \-77 (22)
Aon Aot Aoo

donde las A, son submatrices de A que consisten en las filas y columnas correspondientes

a las direcciones « y 7 respectivamente, con «, v € {n,t,0}.
A partir de Mopj, Moan, Way Wi, Wo, JEJE v JE se definen las matrices

_ [ (Ma)™t 0 [woweow,
M - [ O (Mman)il ) \7 - Jnt Jtt Jot 9 (23)
y el vector
b .
" 5 obj obj ho j
b | = J° l o ] + J'M l maili;;m;f_T ] . (24)

bo

La ecuacion (19) se resuelve para obtener ¢;; y ¢;, con j € S y se reemplazan en (21).
Los vectores de aceleracién y fuerzas de contacto se particionan para los contactos R y
S. Como no hay restricciones adicionales para las componentes tangencial y ortogonal
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de la aceleraciones en los puntos de contacto de deslizamiento, las ecuaciones del sistema
(21) que definen estas componentes pueden separarse del mismo sin afectar la solucién
del problema de complementaridad

asn CSn bSn
ARn — A CRn + bRn ’ (25)
ARt CRrt bri
aARo CRo bro
donde:
(%nn)ss (Ann)gR (Ant)SR (Ano)SR
A = (jm)RS (Ann)RR (Ant)RR (AnO)RR , (26)
(Am)rs (Am)rr  (An)rr  (A)rr
(fion)7g3 (fion)7g73 (fiot)7z7g (/400)7373
(Ann)ss (Ann)ss (Ant)ss (Ano)ss
( nn)’RS _ (Ann)’RS (Ant)’RS (Ano)’RS
! — _ Vie — Vs, 27
(Aun)rs (A alrs | V5 7| (Ars | o5 @D
(/40n)738 (fian)738 (/4ot)738 (/400)738
: Hj Yja -
Vos = diag | ———11, j €S, a € {t,o}. (28)
V3 + 03,

Las ecuaciones (15-17), (18-20), (25-28), constituyen un problema de complementari-
dad no lineal mixto PCNM como se define en (1) asociado a la dindmica 3D de varios
cuerpos rigidos en contacto con friccién de Coulomb.

Para expresar el problema de complementaridad no lineal mixto con la notacién usada
en (2) se introducen las variables de holgura s; definidas por,

85 = HiGn == G20, JER, (29)

y el vector de variables complementarias A cuyas componentes estan dadas por,

A =Ja}+ a5, jER. (30)

Se asignan, el vector u € IR"ST®"® correspondiente a las variables complementarias,
el vector v € R*™® correspondiente a las variables libres y el vector de las variables de
holgura z € R"sT2"=

CRt
CSn asn
- >0, v=| R - >0 31
U= | Crnp , U= a , &= | QRrnp ( )
A Rt s
aRo
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Particionando adecuadamente el sistema (25) y con (29) obtenemos la funcién vectorial
F- IRTL5+GTLR N IRTLSJrQnR

Csn
CRn bSn
F(u,v) = [ A Ay } cre | T l brn ] , (32)
CRo
S(C’Rna CRt, C’Ro)
con B
Al _ [ (4nn)$$ (Ann)S'R ‘| A2 — [ (Ant)SR (Ano)SR 1 )
( nn)RS (Ann)RR ’ (Ant)’R’R (Am))’R’R
La funcién vectorial G : R"S16"® — R4"® se expresa como sigue
Gl(ua U)
G(U, U) = G2(u7 U) ’ (33)
G3(u7 U)
donde
(Gr(u,0)); = picinaje + ciej, J € R, (34)
(Ga(u,v))j = Hicinajo + Cjodj, J € R, (35)
CSn
| are | Crn || bre
Gs(u,v) = l - ] [4s Ad]| [ b 1 : (36)
CRo

5 EXPERIENCIA NUMERICA

Para ejemplificar el problema de complementaridad presentado en la seccién 2 y resolverlo
usando la metodologia descripta en la seccién 3 se considera el modelo de un objeto sujeto
por una mano robot con tres dedos.

Para el ejemplo propuesto se establece la configuracion inicial fijando la ubicacién de
los sistemas coordenados con origenes en, el centro de masa del cuerpo (B), la base del
j-ésimo robot (S;) , el j-ésimo punto de contacto (C;) y la palma de la mano (P). Se
considera el origen del sistema de coordenadas de referencia ubicado en la palma de la
mano robot. En la figura 1 se presenta un esquema bidimensional para la configuracion
dada.

El algoritmo 1 obtiene la configuraciéon del sistema de varios cuerpos en contacto en
el instante ¢y + At a partir de una configuracion inicial.
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04 1 1 1 1 1 1
0.2 L
0. - .
—x P ~ ~ - —x G
S1- /y —y S
-0.4 -0.2 0. 0.2 0.4

Figura 1: Tres dedos sujetando una esfera.

Algoritmo 1 Dados u, ng, ns, y los pardmetros de la configuracion,
1. Definicion de la configuracion inicial.

1.1 Calcular las matrices de las transformaciones de coordenadas,

1.2 calcular el vector posicion de las juntas del manipulador, Opq, (Problema de
cinemdtica inversa,).

Cdlculo de las matrices para el objeto W, M.
Cdlculo de las matrices de los manipuladores, Jman, Mpman.
Cdleulo de las matrices del problema de complementaridad, M, T, y A.

Resolucion del problema de complementaridad via optimizacion,

S & e

Definicion de la nueva configuracion.

En el paso 5. el problema de optimizaciéon puede resolverse usando cualquier algoritmo
adecuado.

Para establecer la configuracién inicial se consideran las matrices p, y py € IR**™.
Cada columna de p;, pi(.,7), contiene las coordenadas del j-ésimo punto de contacto
respecto del sistema P; mientras que la j-ésima columna de p; contiene las coordenadas
del j-ésimo punto de contacto respecto del sistema coordenado S;. Para la configuracién
propuesta como ejemplo las matrices son,
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rcos(o) rcos(o) —r

pr= | —rsin(o) rsin(c) 0 |,
a’Cm acm a’Cm
—@ — 1) cos(o) —(é —7r)cos(o) b—r
pe= 1| (b—r)sin(c) —(b—r)sin(c) 0 ;
Qem Qem Qem

donde r es el radio de la esfera, a.,, establece la ubicacién del centro de masa de la esfera
respecto del sistema de ejes coordenados de la palma P, p.,,, = (0,0, a.,), b es la distancia
entre el origen de coordendas B y la proyeccion en el plano z = a.,, del origen del j-ésimo
sistema de coordenadas S;, j = 1,2,3 y o es el 4ngulo que forma el semieje positivo x del
sistema de coordenadas cartesianas fijo en el centro de masa del cuerpo B y el segmento
que une el origen de B con los puntos de contacto C; y/o Cy. Como se observa en la
figura 1 la ubicacién de los contactos C y Cs es simétrica respecto de B.
Las matrices de rotaciones para cada contacto tienen las siguientes expresiones:

Rpoy = Q:(=0) Qy(=7/2), Rpo, = Qu(m/2) Q-(=0), Rpcy = Q:(7/2) Qu(m/2).

donde @Q,(¢), son las matrices elementales de rotacién alrededor de la direccién o un
angulo ¢.
El modelo de friccion queda caracterizado por la matriz,

1 00
010
0 01
Br=10 00 (37)
0 00
1 0 0 0|
La matriz W € IR®*? se expresa como sigue,
W=[WiB W,B W3B |, (38)
con Wj, con j = 1,2, 3, definidas como,
Rpc. 0
W.=1 ., . 39
! l pi(,J)Rpc;, Rpg, ] (39)
Se utiliza la siguiente notacién, dado un vector cualquiera v € R?, o € R**® es,
0 —U3 (%)
0= Vs 0 —U1 . (40)
—U9 U1 0
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La matriz de momentos de inercia de la esfera respecto del centro de masa es My =
%mrQI 3, donde I3 es la matriz identidad de dimension 3. Cuando el sistema de referencia
fijo no estd en el centro de masa del cuerpo se debe efectuar una modificacién de la matriz
de momentos de inercia usando el resultado del Teorema de ejes paralelos®.

La matriz de masa del objeto My,; € R%*C e,

(41)

0o MP

I 0
e[ ]

Los experimentos se llevaron a cabo usando el manipulador conocido como PUMA
(Programmable Universal Manipulator for Assembly). Para cada manipulador se calculan
las matrices Jacobiana Jy, y de masa My, usando la toolbox de robética en MATLAB'. La

matriz Jacobiana para toda la mano de tres dedos Jpa, € R?*™ resulta,

J 0 0
Jman = 0 J2 0 ) (42)
0 0 Js

con , , .
RP,Cj RP,ijtt (-7)

_ t

J;,

donde By es la matriz del modelo de friccién.
La matriz de inercia de cada manipulador My, € IR™% "% es

ng

My, (8) = > Ji ()My,Jy,(6), (43)

j=1

donde Jr, y My, son las matrices Jacobiana y de inercia generalizadas del L;-ésimo es-
labén (link). La matriz de masa de los tres dedos M,,q, € R™ ™ es,

My 0 0
Mpaw=1| 0 M, 0 |. (44)
0 0 M,

Si se considera que todos los contactos son de deslizamiento el PCNM se reduce a un
PCL. Resolver el PCL significa resolver el problema de optimizacién definido en (3) con
la funcién objetivo

flensan) = || an — Ay — by H; + (afzcn)2> (45)
donde el vector b, € IR? se calcula a partir de la ecuacién (24),

Ann - Ann - Ant‘/; - Ano‘/oa (46)
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Las matrices V; y V, fueron definidas en (28) y cada submatriz A, tiene la expresion

Anry = Wal (M) ™' Wy + Ja(Mypan) ' 41 (47)

. . ~ ~ t ., ..
Se hace un cambio de variables, ¢ € R®, £ = [c,, a,]" de forma que la funcién objetivo se
expresa como sigue,

3

F@) = (tixs — > Mgty — (ba)i)* + (;fi tivs)”.

i=1 j=1

(48)

La matriz del problema de complementaridad M depende de los coeficientes de friccién
en los puntos de contacto. Para el ejemplo propuesto y usando un manipulador PUMA560
los resultados obtenidos son:

Tabla 1: Resultados del problema de optimizaciéon para el PCL.

i | Boxlt | FunFEval | Quacanit | Matxvec f

0.1 4 5} 15 22 2.0526 x 10~23
0.2 6 7 35 49 1.2063 x 1014
0.4 7 8 32 48 1.7957 x 10722
0.5 9 10 47 71 1.0521 x 10714

Tabla 2: Resultados del PCL para los contactos de deslizamiento.

I Cny Cny Cns (p,y | Qpy | Qny
0.1 |2.2867 | 2.7800 | 3.8067 | 0. | 0. | O.
0.2 ] 1.4669 | 2.2680 | 2.7108 | 0. | 0. | 0.
0.4 ]3.3672|6.3354 | 6.5843 | 0. | 0. | 0.
0.5 14.745 | 29.731 | 28862 | 0. | 0. | 0.

Tabla 3: Resultados del problema de optimizacién para el PCNM.

1 | o | BoxIt | FunEval | Quacanlt | Matxvec f

0.1 0 30 42 1179 1561 3.9561 x 10719
020 21 35 979 1390 1.4722 x 1071
0410 18 30 762 1109 9.5039 x 10716
06| 0 15 25 625 934 6.7051 x 10712
0810 27 38 1021 1411 6.4478 x 10711
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Tabla 4: Resultados del PCNM para los contactos de rodamiento.

uw=0.1 Contacto 1 Contacto 2 Contacto 3

Crn 1.2414 1.7054 2.1572
Cre —8.3648 x 1072 | 1.54276 x 107! 1.8465 x 101
Chro 9.1829 x 1072 7.2654 x 1072 1.1152 x 101
ARn 0. 0. 0.
aRt 8.8764 x 101 —2.7354 —2.1172
aRo —9.7443 x 107! —1.2882 —1.2787

s 0. 5.54549 x 10~7 0.

A 1.3173 3.0238 2.4733

de deslizamiento | de deslizamiento | de deslizamiento

Como puede observarse en la tabla 2 el contacto se mantiene en todos los casos.

Si se considera que los tres contactos son de rodamiento el problema se formula como
un problema de complementaridad no lineal mixto. El PCNM se resuelve considerando
el problema de optimizacién equivalente (3), usando la funcién objetivo propuesta en (4).
Se hace el siguiente cambio de variables t = [c,, ¢, Co, n, @, G0, s, A], con la funcién
objetivo f(t) = sum; + sumy + sum? + sumy, donde

3

sumy = 3 [17 +18) — (u(j) 17))” + (E + 3))> + (A +6))’]

J=1

2
)

2
)

[0 EG) G +12) + T+ 3)EG +21)] + [1(5) £G) B +15) +8j +6)E(j +21)]

Il
NE

Sums

sumg =Y _1(5)1(j +9) + > t(j +18)i(j + 21),

i= i=1
sumy = 21 = Fi(u,v) |[5 + || Gs(u, 0) I3 -
El problema de optimizacién que se resuelve es de dimensién 24. Los resultados

obtenidos se resumen en las tablas 3 y 4.

6 CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Se plantea la dindmica de varios cuerpos rigidos en contacto con friccion de Coulomb
como un problema de complementaridad no lineal mixto.

El problema de complementaridad no lineal mixto planteado aqui se asocia a un pro-
blema de optimizacién con restricciones de caja equivalente.

Es importante destacar que el problema de optimizacién para el caso mixto es ge-
neral, a diferencia de muchos de los métodos, que son especificos para problemas de
complementaridad lineal o no lineal, esta técnica puede aplicarse a cualquiera de ellos con
solo definir adecuadamente la funcién objetivo y la caja.
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Se considera el ejemplo de una mano robot con tres dedos sujetando un objeto. Se
privilegia la eleccion de las matrices de menor dimension, que responden a un modelo
real, respecto de matrices de mayor dimensién. Se desarrollan funciones en MATLAB para
obtener las matrices del sistema y se resuelve el problema de optimizacion con restricciones
de caja utilizando el programa de computacion easy. La robustez del método de resolucion
del problema de optimizacién permite obtener en la mayoria de los casos una solucién.

En el futuro se desea generar problemas de contacto con mayor niimero de cuerpos y
puntos de contacto, tanto de rodamiento como de deslizamiento, tratando de considerar
la estructura de las matrices que se generan sin perder el significado fisico. Ademads se
considera de interés completar los calculos de la cinematica y la dinamica del problema
del robot para una sucesion de tiempos tq, ta, t3... y verificar si los resultados obtenidos
son satisfactorios. Se planea continuar profundizando el estudio de los PCNM en general
siguiendo la linea de investigacién propuesta.
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