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Resumo. E essencial o estudo da solucéo da equacéo da difusdo transiente tendo em vista o
grande numero de fendmenos da natureza que ela rege, tais como transporte por difuséo de
poluentes em solos, filtracdo de petrdleo etc. A solucdo numérica da equacdo é efetuada
empregando o Método dos Elementos de Contorno que, quando aplicado a um meio
homogéneo, transforma a equacéo diferencial que rege o fendmeno numa equacéao integral
de contorno O presente trabalho tem por objetivo apresentar a implementacao
computacional do Método dos Elementos de Contorno aplicado a Problemas de Difuséo
Transiente, e estabelecer uma comparagdo com resultados obtidos pelo Metodo dos
Elementos Finitos. A formulagdo do Método dos Elementos de Contorno emprega solugoes
fundamentais transientes, usando aproximacdo geométrica e temporal com elementos
constantes. O processo de marcha no tempo implica na consideracdo via matrizes de
influéncia de valores em tempos anteriores do potencial e de sua derivada normal no
contorno.O Método dos Elementos Finitos é aplicado a equacéo da difusdo discretizando o
dominio espacial em elementos triangulares lineares e a aproximacdo no tempo por
diferencas finitas. Os resultados das solu¢Bes numéricas obtidas pelos dois métodos para 0s
exemplos utilizados atestam a qualidade das duas solucdes.
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1. INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é desenvolver a implementacdo computacional do Método dos
Elementos de Contorno para a solugdo da equagdo da Difusdo Transiente 2D utilizando
solucdo fundamental transiente para representacdo de problemas de difusdo transiente, com
énfase na descricdo dos procedimentos envolvidos, conforme teoria apresentado por Wrobel®,
e estabelecer comparacdo com simulagbes correspondentes aplicando o Método dos
Elementos Finitos. A se¢cdo Métodos Numeéricos a seguir descreve a formulagdo matematica
utilizada neste trabalho bem como os esquemas numéricos decorrentes da sua implementacéo.
As integrais de dominio ndo sdo consideradas por motivo de simplicidade e as condi¢des
iniciais séo consideradas nulas.

A secéo resultados apresenta as aplicacfes do MEC a problemas de simulacdo de difuséo
de calor transiente bidimensionais.

Os resultados das solu¢fes numeéricas obtidas comparadas com as solugfes analiticas, do
Método dos Elementos Finitos atestam a qualidade das solucdes.

Enfim, apresentamos as conclusdes obtidas a partir dos resultados das simulagdes.

2. METODOS NUMERICOS
2.1. Método dos Elementos de Contorno para Difusdo Transiente

A equacdo integral de contorno pode ser obtida a partir da equacao da difusao transiente
1 au(xt)
a

D%u(x,t) - =0 xLQ (1)

onde o é o coeficiente de difusividade térmica cuja dimenséo é [L*T]
com condigdes de contorno essenciais e/ou naturais conforme descrito na figura 1,
respectivamente:

u(x,t)=u(xt), xrn )
_ou(x,t) _
p(x,t)—m— p(x,t) x0T, ©)
e condigdes iniciais dadas por:
u(x,t) =u(xt,) (4)
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Figura 1 Dominio e condic¢des de contorno

Utilizando solugdes fundamentais dependentes do tempo, aplicando-se uma sentenca de
residuos ponderados, integrando-se por partes e avaliando-se o limite quando o ponto interno
é levado ao contorno obtém-se a Equacéo Integral de Contorno, Wrobel *:

ty ty

COUE L) = a [[ PO’ Xt DAr (Idt —a [ [u(x )P € Xt DTt (5)

onde c(¢) é arazdo entre o &ngulo interno no ponto & e 21t a foi admitido constante no

tempo e no espago.
A solucdo fundamental do tempo u e sua derivada na direcdo normal p no caso
bidimensional tém por expresséo:

. 1 O-r*0
u" (€ xte,t) = ex
(Exite.D 4mar pEﬂarE
(6)
or

* . _ an D r2|:|
Xt 1) = ex
P&t 81T’ p%lar%
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2.2 Solucdo Numérica da Equacéo Integral
Discretizagdo com Elementos Constantes no Espago e no Tempo

Adotando-se elementos de geometria reta dentro dos quais , u e p sdo constantes em cada
intervalo de tempo dentro de cada elemento I'; e levando-se em conta que o contorno é suave
em &, podemos reescrever a equacao (5) da seguinte forma:

k

NE NT t
0,5u"" = ZIFJ KZ pk(l)‘[a u” (€, x;te , t)dtdr; (x) -
1= = t§

i{iuk(ﬁ)ia p*(E x;te, t)dtdr (x) -

onde: NT = NUmero de intervalos em que o periodo de tempo considerado € dividido e
u' =u(é,t.) éovalor de unotempo t"" no ponto &,

t,“ e t séo os tempos inicial e final do k-ésimo intervalo de tempo.
A expressdo matricial resultante é conforme Effren 2

- [H ]k{u}NT—k+1 — - [G]k{p}NT—k+l (8)

Tendo em vista que ndo conhecemos previamente os valores de u; € p; em todos os tempos,
para calcularmos os valores de {u} e {p} no tempo NT deveremos estabelecer um esquema de
marcha no tempo a partir de NT=1.

Entdo, particularizando-se a equacdo (8) para NT=1:

[H]'{u}'=[G]'{p}' 9)
Incorporando-se as condigdes de contorno na equacdo (7) de maneira analoga ao caso
permanente, resulta no seguinte sistema de equacoes:

[AI{x}y={f}' (10)

que, apos sua solucéo, fornece os valores de uﬁ e pﬁ em todo o contorno discretizado.

Uma vez conhecidos uﬁe p} em todo o contorno, pode-se avangar no tempo e calcular

ufe pf usando a expressdo (9) para NT = 2, e assim sucessivamente até atingir o tempo

desejado NT.
Potenciais em pontos internos séo obtidos pela forma discreta da equacéo (5) com c(&)=1.
Introduzindo-se as aproximagOes geométricas e funcionais (espaciais e temporais):
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(11)

A cada passo de tempo, todos os valores de uj e p; no contorno de tempos anteriores sao
conhecidos.

3. RESULTADOS

3.1. Difusao de Calor Transiente em Meio Infinito Bidimensional

Para empregar a formulacdo matematica computacional desenvolvida nos topicos
anteriores, apresenta-se um exemplo de difusdo térmica em regido infinita bidimensional.

Neste exemplo deseja-se estudar o fendmeno da difusdo térmica induzida por um fluxo de
calor g = 1,0 W/cm? subitamente aplicado em toda a borda de uma cavidade circular de raio
unitério situada sobre uma regido infinita, que esta inicialmente a uma temperatura de O°C.
A geometria da regido bem como sua aproximacdo geometrica estdo descritas na figura 2.
Para esta simulagdo discretizou-se o contorno da cavidade em 24 elementos constantes, e 0
dominio tempo em intervalos de tempo At = 0,5s. Adotou-se para o coeficiente de
difusividade térmica a = 1.

A figura 3 apresenta um esquema ilustrativo das condi¢fes de contorno e condigéo incial

do problema. As condicGes de contorno séo do tipo Newman com fluxo prescrito p =1 em

toda a borda da cavidade e mantida constante durante toda a analise do fendbmeno.

Objetiva-se acompanhar a evolucdo das temperaturas situadas na borda da cavidade e
também em alguns pontos internos da regido infinita. Como ndo se dispunha da solugédo
analitica, validou-se os resultados obtidos com as simulagdes correspondentes geradas pelo
Método dos Elementos Finitos. Tendo em vista que o MEF é uma técnica numérica
tipicamente de dominio, a regido infinita deve ser limitada por um contorno ndo condutor
Wrobel.

A figura 4 apresenta duas malhas de Elementos Finitos, a primeira mais grosseira com 112
e a segunda mais refinada com 480 elementos triangulares lineares. Tendo em vista a simetria
do problema apenas metade do dominio foi discretizada.

A figura 5 apresenta uma comparacao das distribuicdes de potenciais de temperturas entre
MEC e MEF, obtidas na borda da cavidade e nos pontos internos P (3,0; 0,0), Q (5,0; 0,0),
R (7,0; 0,0), S (10,0; 00), situados sobre a regido infinta ao longo do tempo, utilizando-se
para 0 MEF a malha mais grosseira com 112 elementos triangulares. Infere-se que as
solugdes obtidas apresentam uma razodvel concordancia, mas que pode ser melhorada. A
superposicdo parcial das curvas pode ser imputada a pobre discretizacdo do dominio,
insuficiente portanto para capturar melhor as condic¢des de contorno do problema.

Buscou-se entdo fazer uma outra simulacdo utilizando uma nova malha mais refinada
(figura 4.(a)) com 480 elementos triangulares.

A figura 6 apresenta uma nova comparacdo entre MEC e MEF para os mesmos pontos da
simulacgéo anterior. Pode-se observar que agora as curvas apresentam uma boa aderéncia.
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Figura 2 — Cavidade em regiéo infinita (a) Geometria (b) Discretizacdo no MEC.

2 O

(©) (d)

Figura 3 — Cavidade em regido infinita (c) condicdes de contorno (d) condicdes iniciais
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Note que que na solucdo do MEF para os pontos sobre a borda, nos instantes iniciais
da andlise, apresentam uma pequena oscilacdo que pode ser atribuido a utilizacdo de um
passo de tempo largo.

Diligenciando uma melhor suavizacdo da curva efetuou-se uma nova simulagédo pelo MEF
adotando-se um At = 0,05 s. Os resultados obtidos estdo descritos pela figura 7. Observa-se
que agora desaparecem as oscilacfes e obtém-se uma perfeita aderéncia entre as solucdes
integrais do MEC e as solu¢bes do MEF, traduzindo-se por uma concordancia muito boa das
curvas. Esta simulacdo vem demonstrar que para se obter o mesmo nivel de exatiddo do
MEC, em problemas de dominio infinito, 0 MEF necessita uma discrteizacdo mais refinada
do dominio tempo, adotando-se intervalos de tempo de ordem 10 vezes menor, tornando o
processo menos econdémico que o0 MEC, uma vez que dispendera mais tempo de execucdo do
procedimento computacional.

7S
2
=

4
§\

=

€) (b)

Figura 4 — Discretizacdo do dominio do fluxo de calor pelo MEF (a) 112 elementos
triangulares lineares (b) 480 elementos triangulares lineares.
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Figura 5 Distribuicdo de potenciais de temperaturas na borda e pontos internos da regido
infinita, utilizando a malha mais grosseira com 112 elementos finitos e At = 0,5s.
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Figura 6 Distribuicéo de potenciais de temperaturas na borda e pontos internos da regiéo
infinita, utilizando a malha do MEF mais refinada com 480 elementos finitos e At = 0,5s.
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Figura 7 Distribuicéo de potenciais de temperaturas na borda e pontos internos da regiéo
infinita, utilizando a malha do MEF mais refinada com 480 elementos finitos e At = 0,05s.

4. CONCLUSAO

A énfase do trabalho foi desenvolver a implementacdo computacional do Método dos
Elementos de Contorno com solucdo fundamental dependente do tempo para modelacéo de
problemas de difusdo transiente, e comparacdo com simulacdes correspondentes aplicando o
Meétodo dos Elementos Finitos

A adocdo da solucdo fundamental transiente, desde que a mesma € dependente do tempo,
permite 0 uso de passos de tempos largos.

A implementacdo do MEC com solucdo fundamental transiente representa fielmente o
fendmeno da difuséo, e bons resultados sédo alcangados mesmo quando a discretizagdo do
contorno ndo esta muito refinada. Para se obter iguais resultados no MEF é necessario que o
dominio esteja bem discretizado, o que faz com que se introduza muitas incognitas,
produzindo matrizes esparsas e de ordens maiores.

Em se tratando de problemas de dominio infinito, observa-se que o MEC é mais
vantajoso que o MEF tendo em vista que no MEC apenas o contorno é discretizado enquanto
naquele abrange todo o dominio, aumentando o tempo de execugdo computacional.

Infere-se dos exemplos estudados que os dois métodos M.E.C e M.E.F aplicados em
simulacdo do fendmeno fisico de difusdo térmica apresentam boa concordancia.
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