
���������
	��������������������	�������������� �"!#!#$%$
�&�
'(��)*��+�������+�,-����./�0��213��45���7698;:<������'=���/>�	5���@?BA�C
	D�E�21%��+GF

'=��H
4I��'J�I���
����,�KL1%M2������	�����,�NL��O�	����P>�1%�/QSR2R�T

UWVYX[Z]\_^a`cb ^adfe ^agihjVY`cklZnmjo UpXiVY` o VqZ]krVYd s]gt^adjdukldvh
kld wxkl`yZ{z|^ag_b}d|wxk~`qVYdfo�bydfZ�U

�[�{�"����� ���/�i�
�*�*�r���

���������[�������l���0���B�- ¢¡¤£¥� ¦¢��§¨ 0���B��©}ª�«;�¬�@ ����� �¦i�¬©~���[�r�t9§B�-�������0���-��©��® 
¯ ©�� °l�¬��±��B�" ��y²L�-��©���§ �l³��¨�¬ [´W 0���B��©@ �§Eµ"¶@ �����§·�� 0�¸���¬³�� �l©@ �§L¹º 0»�¼® i¹<§¨ �©"�- 

½�½ ���� ������ §*¾l¿ ½ µ@¹�À�ÁlÁ�Á�Â#Ã¸Äº¹� 0»�¼¨ i¹<§¨ 0©��- �µ�ÅW��³��¬©Æ���B©" 
�2ª�¦� �� §EÇÈ����É~���-�" lÊW�B�¬���lË�����³�µ�Ì����y�@ 0³��lÇÈ»Æ�����*ÇIÍ�Í-ÌÎÌ�ÌtËDÏÐ�����*ËD����©*ËD�-���*Ë5 ��

Ñ �~ÒqÓÕÔ��
�#Ö�×ÎÃ¤�����B��©¸ØÈ§¨ 0©�©�� ©�³�µ�Ù�� �����@ 0§�È©~°r�B���l©�¦i�¬©Æ��±-µ"´Ú�l©�»��l§ ��©��l¦i�B��Ø9§® �©�©�� ©�³"Ë

�ÜÛ#Ö�Ý����@Þ0Ý~��ß{à0á3â%à�ãåäJæ ç�ã�ã"âÐãrè&âÐã¤é�âÐê2á3ë"ç�æ*ì2ã"é�â®êSà
ã"í�ì2ã"áïîWâ®îðç�ãnì�ñ¥ò2âïá3â®ãrèåê�ì�î-ìSç
êSò�ó;ô�ì¬æ õ&áïó�ç�á9ó�ç
î
ö ìSì�ã{î2á3ë@õ
âEìSõ¤õ�ërê�âÐã¥è¤æ·ç
î2á�áïóÆê�ìSì[õ~ìSòSç~õlì�î-÷tøSá�ó�ç
îiì2é�à0æ5é�ìSõ�ù�êSà
íúáÐó�ìtî�âÐí;äJæ ì�î2á#ä�ê�à ö æ ì2íûà7ùÎäJæ ç
ã@ü
ã�âÐãrè[ç

2D
ä"ç�áïó}à7ù�ç�í�à ö âïæ ìWêSà ö à0á(ë¥îSâÐãrèðèÆìSà
í�ì�á3ê�âEò;í�ì�áïó�à-õ
îSý9á�à¢áïó�ìWé�ì�ê2þiõ�â ÿaò2ë�æ5á�ä@êSà ö æ ì2ípà ù

äJæ·ç�ã"ã"â®ãrè
3D

í[à0á3âEà�ã�îià7ùðí¢ë�æIá3â�äJæ ì¢ê�à ö à0áïî � âïáïó¤í�ç�ã"þ¤õ~ì�è�êSìSì�î&à7ù<ù�êSìSìSõlà�í¢ýÎà�ê�ý�í[à�ê�ìtî�ë¥êGä@ê2â¨î2ü
â®ãrèlæ5þ�ý#è0ê�çSä@óÆâ%ò¢ç�ã"âÐí[ç0á3â%à�ã�ý9î�ërêEè0âEòSç�æ~äJæ ç�ã"ã�âÐãrè�ý�òSà�í;ä�ë�áGç�á3âEà�ãJç0æ ö âEà�æ à�è�þ�ý�à�êtç�ë�áGà�í[ç0á3â%ò î-ì�ã�î�âÐãrè~÷
� óÆâ®î � à�ê�� ä�ê�ì�î-ì2ã"áïî&çåè~ì2ãJì2ê�âEòðî-à7ù�á � ç�ê�ìÚä"ç~ò��lç-èÆì�ý(Ã�Ø<£rÂL ��Jýºáïó�ç0á<â®îåç�âÐí[ìSõ;ù¬à�ê�í[à0á3âEà�ãÜäJæ ç
ã@ü
ã�âÐãrè]ç�ãJõ î�âÐí&ë�æ ç0á3â%à�ã à7ù¢êSà ö à0áïî � âïáïó]í&ë�æIá3â5äJæ·ì õ~ì�è0ê�ìSì�î�à7ùºùSêSì�ìSõ~à�í �
�r�lÏ��}âÐã�é�âÐê2á3ë@ç�æPì2ã"é�âÐê�à�ã"ü
í[ì2ã@áïî-÷ � óÆâ¨îºä"ç~ò��lç-èÆì¢òSç�ã�êSìGä@êSì�î-ì�ã@áºç�ãJõ&î�âÐí&ë�æ ç0áGì í&ë�æ5á3â5äJæ ìðê�à ö à0áÐî � âïáïó î-ì�é�ì2ê�ç�æLõ~à ù�î í[à�é�âÐã¥è
ç�í[à�ãrè&ôLñ¥ìSõ�ä�à�æ5þ�ó�ì�õ�êSç0æ�à ö î2á�ç~ò¬æ ì�î-÷ � ó�ì í[à0á3âEà
ã{äJæ ç
ã"ã"âÐã¥è�ç�æDèÆà�ê�âïáïó~í¢îÜâ®íWäJæ ì�í�ì2ã@á�ìSõ]âÐãaáïóÆâ¨î
ä"çlò��lç-èÆì�î[ç�êSì[�������@ ����B§ � ±����B�[�Ú�(²�ü ö ç
î-ìSõ¸ç�æDèÆà
ê2âïáÐóÆí¢îSý�î-à�í[ìÜà7ù&áïó�ì2í õ~ì2é�ì¬æ à�ä"ìSõ ö þyáïó�ìÜç�ëráïó�à�ê
à7ùiáïóÆâ¨î � à�ê��l÷
	 âïáïó áïó�ì[í[à0á3âEà�ã�äJæ·ç�ã"ã"â®ãrè ç0æDèÆà�ê�âïáïóÆítîSý/ä�ê�à ö æ ì�í¢îiâÐã"é�à0æ5é�âÐã¥è¸ó�à�æ·à�ãJà�í¢âEò�ýWãJà
ã
ó�à0æ à�ãJà�í¢âEò�ýåç�ãJõ¸èÆì2ã�ì2ê2â%ò]òSà�ã�î2á3ê�ç�âÐã@áÐî�òSç
ã ö ì}î-à�æ�é�ìSõ~÷ � à{âÐí;äJæ ì�í�ì2ã@áðáïó�ì�î-ì�ç�æ èÆà�ê�âïáïóÆítîSý¢áÐó�ì
ä"çlò��lç-èÆì¢ä"à�îSî-ì�îSî-ì�î¤õ�â��Wì�êSì2ã"á3âEç�æIü7ì�2ë@ç0á3â%à�ã î-à�æ5é�ì2êSîSýåàSä�áïâÐí&â���ç0á3âEà
ãjç�æ èÆà�ê�âïáïóÆítîSýiò�à�æÐæ5â¨î�âEà�ãfõ~ì�áGìSò2ü
á3â%à�ã��*õ
â®î2áGç�ãJò�ì&òSà�í;ä�ë�á�ç0á3âEà�ãnæ5â ö ê�ç�ê�âEì�îSý�ç�ãJõÎù¬ç
î2áºòSà�íWä@ë�áGç0á3â%à�ã à7ù�ç�ê2á3â ô�ò2â%ç�æ¥ä"à�áGì2ã@á3â%ç�æ�ô�ì¬æ·õ
î-÷

marce
2355



� ������� ������� � � � �
²º»��¢ß{à0áïâEà�ã�!�æ ç�ã"ã"â®ãrè"!<ê�à ö æ ì�í$# ß�!%!'&)(/»@ -°l�ð 
������ ������-����»��  ������¬©~��� �l© �lÏ�¦� �©Æ¡����¬±��� ����S»��¬��±
�������B©�³¸��»��Ü§¨ 0±��t��»����¬�Ü���-�- 0���¬±-Ë+*u� ��» ��»��Ü� ©"������ �±�� ��ÏÚ����¦i�����S ����B��©@ �§�����Ìº�¬�&�- ��@ ���� §B�·� ¡ ��Ï
���¥�" ¬¡-,�±W����¦i�������¬�-µ���»��¬�����/.�� ±���±Ú��»�������±�±�� ��� §B�·� ¡y��Ï9³��·°r�B©�³�¦i�����t 0�����l©���¦t¡ ���Ü �©Æ¡}±�¡¥±����¬¦¤µ"� Ï
©��0�ÚÏÐ��§ §L �������©���¦t¡~Ë

Ä�©i� ��±/±�� ¦i��§ �¬�/Ï®�l��¦¤µl��»�� ß�!%!|����©�±��B±���±P�B©10"©"���B©�³¢  ����§B§ � ±��B��©rª�ÏÐ���¬�;�@ 
��»iÏÐ���� ����l���0�� 0¦å�l©�³
��� ³��¨�}±��� 
���B������±��� 0��§B��±;����©�©��-�2��� ©�³� �©y� ©�� ���® �§*±��� 
���WÌ;�·��»¸ �0"©@ �§����¬±�� ���-�}��©��lËP²º»�� �@ �±��¨�¢ß�!%!
»@ �± ���¬�¬©]���� ����·���B��©@ �§B§·¡]±���§ °l�-�]��±��B©�³}³��¬��¦i�������B�i ��������Æ 0�S»��¬±-µ=��������»�� ± �����l��§B�¬¦ � ± ���l¦å������ �ª
��� ��©@ 0§ §·¡}»@ ����}ÏÐ���Î���l���0��±ºÌ;�·��»y±���°~���S �§����¬³����¬�¬±Î�lÏ#Ï®���¬�-����¦¤µJâE÷Ðì�÷ µ�¦i�l������»@ �©�0�°~��Ë

Ä�© ½32 ¿ 2 µ¥´Ú�B§ ±�±��l©[���¬±������ ���-�� �¦i����� §B�Î���������/±�¡r±�����¦ÕÌ;�·��»i¦i�0��� ��©[��§¨ �©�©��B©�³t�- ��@ 0��� § � ���B��±<��±7ª
� ©�³i ð°r� ±�� ��� § � �G¡Ü³��S ���» ¦i����»��r� ����¦¢��� ©��-�[Ì;�·��»���»��

A∗
±��� 0���S»y �§ ³l�����·��»�¦ ����0"©"����»���±�»��������¬±��

����§B§ � ±��B��©rª�ÏÐ����� �@ 
��»*Ë ( ²º»��Ü�������0��ÌÚ �±¢���������¬±��¬©Æ���-���~¡  ¤����� ©Æ�å 0¦i�B��±��¢����§ ¡¥³l��©@ 0§<�l��±��� 0��§ �¬±-Ë
¯ �����@  ±���§ °l�-������§B§ � ±�� ��©} ¬°~�l�B�" �©"���;�Æ¡å� ©Æ�����r���"��� ©�³���»��Ú�B���� ð��Ï=±�»����B©54Æ�B©�³¢  ���l���0�/���¢  �����B©Æ�-Ë76
Ä�© ½3298:2 µ;Â���;� �©���ª7Ø=<¬���>;{ �©"�?* �¬±�§B��¡a� ©Æ�����r�������-�x��»��n����©"���¬���}�lÏÜòSà�ã�ô#è�ërê�ç0á3âEà�ãuî�ä"ç~ò�ì  �©"�
±��l§·°~�¬����»��tß�!%!fÏ®�l������§ ¡¥³l��©@ �§J�l�<���l§·¡r»��¬���S �§J����������±����S �©�±�§¨ 
��� ©�³å 0¦i��©�³¢����§ ¡¥³l��©@ �§J�l�<����§·¡Æª
»��-���� 0§��l��±��� 0��§ �¬±-ËA@)BDC�²º»��B±Ú¡l�� ��-µ����¬� Ï9±�»��-Ì��-�y��»@ ��;�@ 
��»¸��§¨ �©�©�� ©�³ÜÏ®�l�W 

3D
§ �B©540 �³l��¦� 0������Ï

����§ ¡r»��-���S �§�§B� ©54¥±¢� ±E!GF5!IH�J=KWª�»@ ����Y �©"� ��»@ 
�t��»��¬���Ü� ±¢±�������©�³���°r�B���¬©"������»@ 
�å 0©Æ¡ ����¦i��§ �����
��§¨ 0©�©��¬�L6����-ÉÆ��� ���¬±W��� ¦i�t��»@ ���³����-Ì;±��/.�����©��¬©Æ���® �§ § ¡¤ÌÚ�·��»���»��t©¥��¦¢��������Ï�õ~à7ù{��ÏÈ��»��¢���������W���
0"©"�¤ &±���§B�r��� �l©*ËAMONLP

²º»��]���l¦å��§B��.�� �G¡ �lÏ ���l¦å��§B�2�����@ 
��»x��§® �©�©��¬��±y �©"�a��»��¬� �Ü§¨ ��L4c�lÏ ���l����±���©��¬±�± »@ ¬°~�¸¦i�����·ª
°� ����-����»��}����°l�¬§ �l��¦å�¬©Æ�&�lÏ�ó�ì2ë¥ê2â¨î2á3âEò�äJæ ç
ã"ãJì2êSî2Ën²*Ì��]��Ï���»��Ü¦i��±��¢���l����§® ��i ��������~ ���»��¬±[ ����
çSä~ä@êSà¬ñ0âÐí�ç0á�ì�òSì¬æÐæÈõ~ìSòSà�í;ä"à
î�âÐá3âEà�ã  0©"� ç�ê2á3â ô<ò2âEç�æ"ä"à0áGì�ã@á3âEç�æ¥ô�ì�æ õ�Ë PQN/(R( ÄG©]��»��i ��������3.�� ¦� 
���å���¬§B§
���-����¦i����±�� ���B��©*µ@��»���ÏÐ���¬��±��@ 0�����B±;���¬�����¬±��¬©~���-�¤�Æ¡¸ i����§ §B�-����� �l©���Ï9±��B¦i��§B�t����§B§ ±-µ"ÌÚ»��¬���� �±� 0�7��� ª
0@���¨ �§*���0���¬©Æ���® �§-0"�¬§¨�r±; 0������±��-� ���å¦i��°~����»�� ���l���0�Î��©"���¬�º��»���§B�¥�- �§*��S��-�2��±��lÏL���¬����§B±��·°~�'0"��§¨��±
 �±�±��¥���® 
���¬�}���å�l��±��S ���§ �¬±W �©"� ��»��� 
�����S ������·°~�'0"�¬§B�}����§B§ � ©�³i����ÌÎ ���� ��»�� ³l�~ 0§%Ë

¹<�0��»� ��������~ 0�S»��¬±� ����ð���¬±��l§ �����B��©rªG����¦i��§B�2���>@� 0©"�¤�- �©¤±��l§·°~������¦i��§ �/.y�@ 
��»¤��§® �©�©�� ©�³[�������rª
§ �¬¦i±�� ©

2D
 �©"�

3D
����©T0"³����S 
��� �l©�±��@ 0���¬±-µ#���r�t©���©��[�lÏ<��»��¬±��Ü ��������~ ���»��¬±t�/.¥���¬©"��± Ìº�¬§B§È���

�������0��±iÌÚ� ��»a¦i�����y��»@ �©
3

����ÏÐ±-µº���-�- ���±��¤��»��¤©¥��¦¢���¬�[��Ï �2�¬§B§ ±����-����¦i�¬±[���Æ��§¨ ���³��lµº�l�i��»��
���0���¬©Æ���® �§U0"�¬§B�¤�- �©y±����"��4���»�� �������0�Ú�B©~���i§ �r�¬ 0§*¦i� ©�� ¦� &����ÏÐ�l���ð���� ���»��B©�³å��»�� ³l�~ �§*���l±��·��� �l©*Ë

Ä�© ½>2V2�½ µ� ��S �©"����¦i��;��-����§® �©�©��¬�*Ì;»��B�S»¢ �§ ���¬��©@ 
���-� õ~à � ãií[à0á3â%à�ã�î/���Î���S 0��4���»��/©��¬³~ ����-��³��S �ª
��� �¬©Æ����Ï< ����0���¬©Æ���® �§W0"�¬§B�{ �©"��êSç
ãJõ~à�í í[à0á3âEà
ã�î¢���Ü�¬±��- ����&§ �r�- �§(¦i� ©��B¦[ iÌÚ �±�� ©Æ�����r���"���¬�=Ë ( 6
²º»��B±���§¨ 0©�©��¬�[ÌÎ �±} ���§ �¸����±���§ °l������¦i��§B��.a�@ 
��»a��§¨ �©�©�� ©�³ �����l��§ �¬¦i±�ÏÐ���[¦� 0©~¡ÆªG���lÏ����l���0��±-Ë
¹<�-�- ���±��[��»��[��������§ �¬¦i±��lÏº§ �¥�- 0§/¦i� ©�� ¦� y�- 0��±��-� �Æ¡  y�������¬��¦i� ©��B±����¨�i���0���¬©Æ���® �§%0"�¬§B� ���¬��±��B±���µ
 �©�����»��¬�È� ¡r�����lÏ��� 0©"�r�l¦i�X;¬�-�å��§® �©�©��¬�9ÌÎ 0±/�r��°~�¬§ �l���-�JËÈ²�»��B±P��§® �©�©��¬�/����©�±��B±���±/��Ï�±S 0¦å��§B� ©�³ ��»��
����©T0"³����S 
��� �l©{±��@ ��2�[ 
� �S �©"���l¦û �©"�{����©�©��-�2���B©�³ ��»��&±S 0¦i��§ �¬±��B©nÏÐ�����å±��@ 0���å�Æ¡Yæ à�ò�ç�æP�@ 
��»�±-µ
Y[Z \/]�^X\�_a`VbAc�_:_:^d_3e 	5+���M������71����l�E�71E� ��H�����1%�gf �71E+J�E�º��	���H��71*�����EHW���I���
�
	5��Mº�21=�E1���hÐ��� �%�2138;���I�S���
	��
M��i Kkj \�l=`Vbnmo]pm ,2�21 mrq�c j ] ,��0����Hº���I���
����1�	�+@���
�tsLH
	��GHº1%� ����1��
+��9�7������	5+%	����3upf 1%�7�L�0����HvsLH
����� O��71��������[w
	�+ï��+�,-���
C

	���C
	5�����%��+=�EH0�����
��+%�
�GH;�����EHW�[w�	5+ï��+*����H��71QsL	5+3�2�x Kn1%��+%�������E	����3u®� ���º�����7�%�/���I���
���71(	�+L�����%sLH
	��GH'y��
C�+#�º������H 	7f"	D�(�[w�	5+ï��+(���
C 	7f���H��P1%��+3�������E	������0�S1������ �E�71�,
��H��È+E	�6��9��f¥��H��È+E����������+ï�L� �����5+=�21*�EH
�91%��+%�����-��	����;��f¥�EH
�9M21E	5C~,�	�+�+3� �zy0���È��������M�H~�

xyz
ENIEF 2003 - XIII Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

xyz


marce
2356



� ¡¥���¨�¬ 0§ §·¡i±����S ��B³�»Æ�/�@ ���»�±-µ~��»¥��±<�����- ���� ©�³t  �����l�@ ���� §B� ±����B�Ú���Æ 0��¦� ���#[!%{Úß|&RC
Ë ( @ N�(Q} W.����¬��� ¦i�¬©Æ��±
ÌÚ� ��»~!G{Îß ��§¨ �©�©��¬��± »@ ¬°~�����¬�¬©uÉÆ���·���]±��"�¬�2�¬±�±�Ï®��§EµÚ±�»��-ÌÚ�B©�³���»@ 
�Ü��»��2¡| 0���]���0��»xÏ3 0±��y �©"�
���¬§ �¨ 0��§B�}��°~�¬©�Ì;�·��»Y����������±¢Ì;�·��»q¦� �©Æ¡ ����ÏÐ±-Ë ¶��l��¦� �§Î 0©" 0§·¡r±��B±å±�������������±&��»��B±å��.����¬��� ¦i�¬©Æ�S 0§
����±�����°� ����B��© �Æ¡�±�»��-Ì;� ©�³t��»@ 
��!%{Úß ��§¨ �©�©�� ©�³å� ±�����¦i��§ �������B©y ������l�@ ���� §B� ±����B��±��¬©�±�� M Ë (OP !G{Îß
��§¨ 0©�©��¬��±� 0���W �§ ±������l����±��È�����"�~ ����B©�³0ª������B©Æ�� 0��������.r�B¦� 
��� ��©�±� �©"�i�� �±�¡¢���ð� ¦i��§ �¬¦i�¬©Æ�-Ë(Å|©¥��¦&ª
���¬�Î��ÏL°� 0���® �©Æ��±; �����§·¡r�B©�³[���dS��¬���¬©Æ�Î±� �¦i��§ � ©�³i±����S 
���¬³�� �¬±Ú»" -°l� ���¬�¬©¤���-���¬©Æ��§ ¡}����°l�¬§B�����-�=Ë�(rPQN 6 (

Ã¤��±��}��Ï1!%{Úßqª��@ 0±��-�| 0§ ³l�����·��»�¦i±¤ ����]�S»��-��4��-�xÏÐ���}�2�l§ § �B±�� �l©u��±�� ©�³ Ï3 0±��}����§B§ � ±�� ��©f�S»��-��4lª
�¬��±-µA6[6 N @RCt���¬�- 0��±��lµ*���¬±���� ���å��Ï<±���¦i�i ������¬¦å����±����y����¦i�������[ �©n�/.���§ �¨�2� � ���¬������±��¬©~�� 
��� �l©n�lÏP��»��
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í � ê�ìSì�î[Ï®�l� ±��� 
���B�[ �©"�n��� ¦i�2ªE°� 0�7¡r� ©�³y�¬©Æ°r� ����©�¦i�¬©~��±-µ�©��l©�»��l§ ��ª
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C Ë¸²�»����l��±��S ���§ �¬±¢� ©���»��[Ìº���)4¥±��@ 0���lµ Bi
µ
i = 1, 2, . . .

µ(¦� ��Y 0±tÏÐ�l�����B�����¬© ���¬³�� �l©�±¢� ©Æ���¤��»��
����©T0"³����S 
��� �l©u±��@ �����µ CBi = {q ∈ C | A (q)

⋂Bi 6=  } µ;��� C ª��l��±��� 0��§ �lË ²�»��n��©��B��©u��Ï¢ �§ §
��»�� C ªG����±��� 0��§ �¬±�� © C �B±��- 0§ § �-����»��

C
ü7à ö î2áGç~ò¬æ·ì ê�ì�è0âEà�ã"Ë ²�»��&����¦i��§ �¬¦i�¬©~���lÏÈ��»�� C− ����±��� ��2§B�

���¬³�� �l©�� ±;��»��tÏ®���¬�t±��@ 0���lµ Cfree
Ë;Ø9 
��»���§¨ �©�©��B©�³ÜÏ®�l�� ��r�B¦i��©�±�� ��©��-�¸�������0�W�B±;��»Æ��±têSì�õ�ë@òSìSõ ���

��»��;�����l��§ �¬¦ �lÏ=��§¨ 0©�©��B©�³å  �@ ���»ÜÏÐ���º ð�����B©Æ��� ©} ð±��@ 0���;��»" ���»@ �±� �±�¦� �©Æ¡[��� ¦i�¬©�±�� �l©�±Î �±<��»��
�������0�Ú»@ 0±Ú����ÏÐ±-Ë7P

Â*��� Cvalid ∈ C
���¬©��0������»���±�����±��2�&�lÏº°l �§ �¨������±��������¬±¢��Ï���»��Ü��������� A Ë]Â*���

τ : I 7−→ C���¬©��0���& ¤í�à0áïâEà�ã á3êSçR®-ìSò�áGà�ê�þ}�l�Úä"ç�áïó¸ÏÐ��� A �/.������¬±�±��-�] 0±� [ÏÐ��©"�2���B��©]��ÏÈ���B¦å�lµ@ÌÚ»��¬��� I � ±  �©
� ©Æ���¬�7°l �§

[t0, t1]
Ë
τ (t)

���¬�����¬±��¬©Æ��±#��»��º����©T0"³����S 
��� �l©
q

��Ï A  
�(��� ¦i�
t
µ
Ì;�·��»

t ∈ I Ë#Åc���S :¯ �¬�2������¡
τ

� ±Ú±S ��¨� ���å���ÜòSà�æÐæ5â¨î�âEà�ã@üIù�êSìSì �BÏ
τ (t) ∈ Cfree

Ï®�l�; �§ §
t ∈ I Ë

²º»������dS��¬���¬©~���¨ 0§Æ�-ÉÆ�@ 
��� �l©�±(���¬±������B��� ©�³� Î©���©�§ �B©��� 0�#±�¡r±����¬¦v :�i©��<� ©¢����©Æ�����l§~��»@ ��#���¬�����¬±��¬©Æ��±
��»�� ¦å�����B��©y�lÏ A �- �©¤���ð���¬±������B���-�}�B©y±��� 
��� ±��@ 0��� ÏÐ����¦ �Æ¡°}�Ç

ẋ = f0 (x) +
m∑

i=1

fi (x)ui = f0 (x) + f (x)u
# ½ &

Ä�©t��»���³��¬©��¬�� 0§��- �±��lµ0��»��;î2á�ç0áGìºé�ç�ê�âEç ö æ ì
x

��°~��§·°~�¬±9��°l�¬�È Ú���� �§·ª  �©@ �§ ¡¥���¨�0µ~����©�©��-�����-�¢¦� �©�� ÏÐ�l§B�
M ∈ Rn µ/Ì;�·��»

q ∈ C ⊆ M µ<��»��¸����©Æ������§ ±
ui

 ����� �±�±���¦å�-�q��� § � �¸� ©c��»��]£¥�l����§ ��°c±��@ 0���
H = Hk [0, T ]

µrÌÚ»��B§ � ��»��
fi

 ���� ±�¦i�¥�0��» C∞ (M)
°l�-�2������0"�¬§¨��±-Ë

£Æ¡¥±����¬¦û¦i�����B��©��- �© ���[±����T¯ �-�2���-�{���¸����©�±����S �� ©Æ��±ð��»@ ���¦� ¬¡  ���� ±��[ÏÐ����¦ú��»��i±������"���������i��Ï
��»���¦i�-�S»@ �©�� ±�¦¤µ��l��ÏÐ���l¦ ��»��WÌÎ -¡Ü� © Ì;»��¨�S»y�·�Î� ±; ��2���@ ����-�¤ 0©��y����©Æ������§ §B�¬�=Ë±�<�l©�±����S ��B©~��±Î¦� ¬¡
�����/.������¬±�±��¬�] �±;�-ÉÆ�@ �§ � ���B�¬±;�l�Ú�B©��-ÉÆ�@ �§B�·��� �¬±-µ ö â3æ ç�áGì2ê�ç�æ#�l�ðërã"âïæ ç0áGì2ê�ç�æ(����©�±����� 0� ©Æ��±-µ@���¬±����¬�2���·°~�¬§·¡~µ
 �©"�}��»���¡ ¦� ¬¡Ü�/.���§ �¨�2� ��§ ¡}���¬���¬©"�y��©}��� ¦i� �l��©��0��µ=êSó�ìSà�ã�à�í&â%ò�����î-ò¬æ ì�êSà�ã�à�í&â%ò ����©�±����S ��B©~��±-Ë

Ã¤�0��� �l©y����±������B�2��� ��©�±Î��»@ 
�Ú¦[ -¡Ü��� �����Ú� ©y��»�� ÏÐ����¦

hi (q) = 0, i = 1, . . . , k < n, hi : Q 7→ R,
±�¦i�Æ����» #r�V&

 ����Ü�- �§B§ �-� ó�à0æ à�ãJà�í¢âEòyòSà�ã�î2á3ê�ç�âÐã@áïî�Ë¸ÄE��±t��S��-�2�¢� ±t��������©T0"©�����»��  ����� ��B©@ ���§ �Ü±�¡r±����¬¦ ���l©T0�³l�rª
�S 
��� ��©�±ð���� �©

(n− k)
ªG���B¦å�¬©�±��B��©@ �§/±�¦å�¥�0��» ±�����¦� 0©��BÏÐ��§B� �lÏ Q ËÜ²º»��[��������§ �¬¦ � ±�±��l§·°~�-�{�Æ¡

����0"©�� ©�³
n − k

©��2Ì �2�¥������� ©@ ����¬±¢�l© ��»������¬±������B�2���-� ±�����¦� �©��BÏ®�l§B� ��»" ��&��»@ 0�� ��2���¬���X;¬����»��  ���ª
���@ �§;õ~ì�è0ê�ìSì�î[à7ùºùSê�ìSìSõ~à�í �lÏP��»��&±�¡¥±����¬¦¤Ë¢¶"����±�� ¦¢��§® 
��� ��©{����������±���±�µL +²�â��;ì2êSì2ã"á3âEç�æ5üQH�æDèÆì ö êSç�â%ò
Ka2ë@ç0á3â%à�ã��O²�H³K=��±�¡r±����¬¦ ±���§·°~�¬�Î� ±Î��±��-�=Ë

£Æ¡¥±����¬¦ ����©�±����S �� ©Æ��±�ÌÚ»��l±����/.r�����¬±�±�� �l©}� ©Æ°~��§·°~�¬±�³��¬©��¬�� 0§ �X;¬�-�y���Æ�l�����B©" ����¬±; �©"�Ü°l�¬§B�¥���·��� �¬±Î� ©
��»�� Ï®�l��¦

ai (q, q̇) = 0, i = 1, . . . , k < n, ai : Q 7→ Rn
µ�±�¦i�¥�0��»

 ����i���¬Ï®�¬�����-�n���¸ 0±1�
âÐã�ì2í�ç�á3âEò òSà�ã�î2á3ê�ç�â®ã@áïî2Ë[²�»���±��&ÌÚ� §B§P§ �B¦å� � ��»��� 0��¦i� ±�±�� ��§ �[¦i�0��� ��©�±���Ï<��»��
±�¡r±����¬¦ �Æ¡c���¬±������B�2��� ©�³ ��»��¸±����Ü��Ï�èÆì2ãJì2ê�ç�æ5â���ìSõ é�ì�æ à�ò2âïáïâEì�î¸��»@ 
� �- �©x���] 
���� �� ©��-�| 
�}  ³�� °l�¬©
����©T0"³����S 
��� �l©*ËÕÄ�©|¦i�-��»@ 0©��B��±-µÚ±��"�S»u�2�l©�±����� 0� ©Æ��±y ����]��±��@ �§B§·¡a�¬©"������©Æ�������-�x�B©a��»��{Ø9Ï3 ´�Ü �©
ÏÐ����¦

aTi (q) q̇ = 0, i = 1, . . . , k < n,
�l�

AT (q) q̇ = 0,
#O�9&

µ NL���Ú�7O2��138Ü1%�2>����;H0�S+W���}��+%+%�-��	5���E��C C
	7¶��71%������	5���#�º�-C
��� �¸·*H
	�+;����+3��+;�S1%����C�C�1%��+E+3��CÜ>¬8��)¥¬������	5��M&��H��
C
	7¶��71%������	5���5+J�E�º6��71%��,�����CW� ���º���-��	��
M���H��È���ow¬�L+3�G���%�9>¬8W	��2�E��1%�����5����	����Æ�
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¹�	�M2�
1%��º/»-¼ c�½R^ jo¾X©Iª Z �

ÄE�t¦[ -¡n»@ 0������© ��»@ 
����»���4¥� ©��¬¦� 
���B������©�±����S �� ©Æ��±¿#O�9&ð ����[©��0�t� ©Æ���¬³��S ���§ �lµ�â%÷Ðì�÷Bµ#�- 0©�©��0�t���
�����¢� ©���»��ÜÏÐ����¦ #O�9&�Ë�Ä�© ��»�� ±&�- �±��lµ(��»�� ����©�±����� 0� ©Æ��±& 0©"� ��»���¦i�-�S»" 0©��B�- �§�±�¡r±����¬¦ � ��±���§BÏ; ����
�- �§B§ �-�{ã�à�ã�ó�à�æ·à�ãJà�í¢âEò�Ë

À � � � � � � �Á�<� �������¸Â � � ��Ã"� ���
���·°~�¬©

qinit ∈ Cvalid
 0©��

qgoal ∈ Cvalid
µ
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τ (t) ∈ Cvalid

µ@ �©"�
τ (t0) = qinit

 0©��
τ (t1) = qgoal

Ë
²º»��Î�B���� ����¬»�� ©"�&��»����@ �±��B��!/ê�à ö ç ö â3æ�â®î2á3â%òa{�à�ç~õ�í[çSä ß{ì�áïó�à-õ�#R!G{ÎßÄ&L�B±9��� ���¬������±��¬©~�� �©"�¢���

�- ����������º��»������l©�©��¬�2���·°r�·� ¡¢��Ï Cfree
�Æ¡& W�S �©"����¦ ©��2�GÌº�l�g4�µÆ tê�à�ç~õ�í[çSä�µ�Ì;»���±���©��¥���¬±< �©"�&�¬��³l�¬±

����������±�����©"�å������ 0©����l¦i§·¡å±��¬§ �-�2���-������©T0"³����S 
��� �l©�±º �©"�i�@ 
��»[±��¬³l¦i��©Æ��±-µ~���¬±����-�2��� °l�¬§ ¡�Ë C[Å)BDC[� Ä�©Ü 
�����������¥���¬±�±�� ©�³ ±����¬�*µl���P &æ ì�ç�ê2ã�âÐãrè�ä"ó�ç
î-ì�µ~ ;§® ���³���©¥��¦t���¬�9�lÏ@�����B©~��±/ �������� ±������ �������¬�&��©�� ÏÐ�l��¦i§·¡
 
�;�S �©"���l¦p� © C µ� �©"�}��»���±��ðÏÐ����©"�y���i����� © Cfree

 ����ð���2�� ��B©��-�� �±Ú©��r���¬±;� ©¤��»������Æ 0��¦� ��*Ë�Å
§ �r�- �§9��§® �©�©��¬��� ±���»��¬©n��±��-������0"©��n�" ���»�± ������Ì��¬��©{�� 0�S»n�@ ��B����Ï/©��¥���¬±���»@ 
�ð 0���&±��T�[��� �¬©Æ��§·¡
��§ �l±�� ���l³�����»����-Ë�ÄGÏÎ��»��}��§¨ �©�©��¬�å±��"�¬���¬�-�r±i� ©Æ0"©����B©�³  ��@ 
��»q������Ì����¬©Y�GÌº�n©��¥���¬±-µP��»���¡q ����
����©�©��-�2���-� �Æ¡  �© �-��³��i�B©{��»��i���~ ��r¦� 0�*Ë[Ä�©{��»���2ë@ì2ê�þåä@ó�ç�î-ì�µ*��»��i��±��¬�ð±����-���d0"�-� ±��� ����t �©"�
³��Æ �§�����©T0"³����S 
��� ��©�±/ ������2�l©�©��-�����-�t���W��»��º���~ 0��¦� ��&�Æ¡ð��»���§B�¥�- �§���§¨ 0©�©����-Ë9²º»��¬©¢��»��º���Æ 0��¦� ��
� ±Ú±��� ����S»��-�yÏ®�l�Ú &±�»��������¬±��Î�@ ���»¤���2�GÌº�¬�¬©}��»�� ³�� °l�¬©¤����� ©Æ��±-µ"¶#� ³"Ë ½ Ë

Å ±����� ����¬³0¡{ÏÐ���������B§B��� ©�³n ÈÇ;ç
î�âEò�ür!%{Îß �- �©����[±���¦i¦� ����X;¬�-�� 0±�ÏÐ��§B§ �-Ì;±-µ#ÅW§ ³"Ë ½ Ç¢Â*���
G���ð t³l�� 0��»y����¦i����±��-�}�~¡} t±����

E
��ÏL�-��³��¬±º��»@ 
�Ú����©�©��-�2����Ì��&���l©T0"³����� ����B��©�±Î�Æ¡  ¢ÏÐ���¬���@ 
��»*Ë

²º»����@ 
��» ���¬�����¬±��¬©~��±Î 0© �-��³��lµr��»���±��2�
V

����©Æ�� ��B©�±Ú 0§ §���»�� ����©T0"³����S 
��� ��©}©��r���¬±º�lÏ*��»���³l�� 0��»=Ë
Å ���l©T0"³����� ���� ��©

qrand
�B±º�� 0©"�r�l¦i§·¡Ü�S»���±��¬© �� ���» � ���¬�S 
��� �l©�ÌÚ�·��» ��©�� ÏÐ����¦ ��� ±������B������� �l©*ËPÄ�Ï=��»�� ±

����©T0"³����S 
��� �l©�����§B��©�³�±/��� Cfree
��»��¬©[�·�<� ±� ������¬�i���

V
Ë(²�»��¬©[�·�<� ±P���¬±����-�&��»��;����©�©��-�2���B��©iÌÚ� ��»

�·��±P©��¬� ³l»¥������±-Ë9²�»��Î©����B³�»¥������±/�lÏ@��»�� ±<����©T0"³����S 
��� �l©� 0���;����0�©��-�� �±P��»��Î©��r����±ÈÌ;»���±��;��� ±��� �©"���
���&��»��ð����©T0"³����S 
��� ��©

qrand
� ±Î§B�¬±�±���»@ �©

dmax
Ë

²º»���Ç;ç
î�âEò�üO!G{Îß �B©i� ��±/�l���B³�� ©@ 0§@Ï®�l��¦¤µ~�B±� ��������¬§ ¡&³l�¬��¦i�������B�Î��§¨ 0©�©��¬�¬ËÈ²º»��¬���Ú��.��B±��/±���°~�¬�� 0§
¦i�¥���X0"�- ����B��©{���}�� :4l�å�B©~���¸ ��¬������©Æ�ð±�¡r±����¬¦û����©�±����S �� ©Æ��±t �©"�@Í������¥¡r©@ 0¦å�¨��±-µ @ } B M � �����ð©���©��i��Ï
��»���¦  ����t³��¬©��¬���B��±���§ ����� �l©�ÏÐ���W�� 0���B������°~�¬§ ����¦i�¬©Æ�-ÇÚ ��¬ 0���¬ÏÐ��§#±����"�¥¡¤�lÏ9��»��t����±���§·��� ©�³����S :¯ �¬��ª
������� �¬±Î�lÏ( &�@ ������B����§¨ ��Ú±�¡r±����¬¦ ¦¢��±��Î��� ������ ��B©��¬�=Ë

xyz


xyz
O. A. A. Orqueda 

marce
2359



��É£Ê@Ô��:Ë¨Ý´Ì#� � !%{Îß�ürÇ;ç
î�âEò
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��Å�´W«'Ð�ÃkÍ��aÐ�´;¶(Ä7�1#Ñ&�Ò

Ó:» Ë£Ô
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Ý´Ì��ÖÕ
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V → V
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º�Q3» �ÖÕL�ÜÔEÔ��
º�T�» �ÖÕL�ÆË£Ô
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(qinit)º/» T .init (qinit)Q3» ÔEÔ��
k = 1

���
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�LÔ
T�»

qrand ←
��Å�´W«'Ð�Ã�Í��¢Ð�´;¶(Ä7�

(T , qrand)Ó:» �ÖÕL�ÜÔEÔ��
× »
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