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C Ë¸²�»����l��±��S ���§ �¬±¢� ©���»��[Ìº���)4¥±��@ 0���lµ Bi
µ
i = 1, 2, . . .

µ(¦� ��Y 0±tÏÐ�l�����B�����¬© ���¬³�� �l©�±¢� ©Æ���¤��»��
����©T0"³����S 
��� �l©u±��@ �����µ CBi = {q ∈ C | A (q)

⋂Bi 6= ­ } µ;��� C ª��l��±��� 0��§ �lË ²�»��n��©��B��©u��Ï¢ �§ §
��»�� C ªG����±��� 0��§ �¬±�� © C �B±��- 0§ § �-����»��

C
ü7à ö î2áGç~ò¬æ·ì ê�ì�è0âEà�ã"Ë ²�»��&����¦i��§ �¬¦i�¬©~���lÏÈ��»�� C− ����±��� ��2§B�

���¬³�� �l©�� ±;��»��tÏ®���¬�t±��@ 0���lµ Cfree
Ë;Ø9 
��»���§¨ �©�©��B©�³ÜÏ®�l�� ��r�B¦i��©�±�� ��©��-�¸�������0�W�B±;��»Æ��±têSì�õ�ë@òSìSõ ���

��»��;�����l��§ �¬¦ �lÏ=��§¨ 0©�©��B©�³å  �@ ���»ÜÏÐ���º ð�����B©Æ��� ©} ð±��@ 0���;��»" ���»@ �±� �±�¦� �©Æ¡[��� ¦i�¬©�±�� �l©�±Î �±<��»��
�������0�Ú»@ 0±Ú����ÏÐ±-Ë7P

Â*��� Cvalid ∈ C
���¬©��0������»���±�����±��2�&�lÏº°l �§ �¨������±��������¬±¢��Ï���»��Ü��������� A Ë]Â*���

τ : I 7−→ C���¬©��0���& ¤í�à0áïâEà�ã á3êSçR®-ìSò�áGà�ê�þ}�l�Úä"ç�áïó¸ÏÐ��� A �/.������¬±�±��-�] 0±� [ÏÐ��©"�2���B��©]��ÏÈ���B¦å�lµ@ÌÚ»��¬��� I � ±  �©
� ©Æ���¬�7°l �§

[t0, t1]
Ë
τ (t)

���¬�����¬±��¬©Æ��±#��»��º����©T0"³����S 
��� �l©
q

��Ï A  
�(��� ¦i�
t
µ
Ì;�·��»

t ∈ I Ë#Åc���S :¯ �¬�2������¡
τ

� ±Ú±S ��¨� ���å���ÜòSà�æÐæ5â¨î�âEà�ã@üIù�êSìSì �BÏ
τ (t) ∈ Cfree

Ï®�l�; �§ §
t ∈ I Ë

²º»������dS��¬���¬©~���¨ 0§Æ�-ÉÆ�@ 
��� �l©�±(���¬±������B��� ©�³� Î©���©�§ �B©��� 0�#±�¡r±����¬¦v :�i©��<� ©¢����©Æ�����l§~��»@ ��#���¬�����¬±��¬©Æ��±
��»�� ¦å�����B��©y�lÏ A �- �©¤���ð���¬±������B���-�}�B©y±��� 
��� ±��@ 0��� ÏÐ����¦ �Æ¡°}�Ç

ẋ = f0 (x) +
m∑

i=1

fi (x)ui = f0 (x) + f (x)u
# ½ &

Ä�©t��»���³��¬©��¬�� 0§��- �±��lµ0��»��;î2á�ç0áGìºé�ç�ê�âEç ö æ ì
x

��°~��§·°~�¬±9��°l�¬�È Ú���� �§·ª  �©@ �§ ¡¥���¨�0µ~����©�©��-�����-�¢¦� �©�� ÏÐ�l§B�
M ∈ Rn µ/Ì;�·��»

q ∈ C ⊆ M µ<��»��¸����©Æ������§ ±
ui

 ����� �±�±���¦å�-�q��� § � �¸� ©c��»��]£¥�l����§ ��°c±��@ 0���
H = Hk [0, T ]

µrÌÚ»��B§ � ��»��
fi

 ���� ±�¦i�¥�0��» C∞ (M)
°l�-�2������0"�¬§¨��±-Ë

£Æ¡¥±����¬¦û¦i�����B��©��- �© ���[±����T¯ �-�2���-�{���¸����©�±����S �� ©Æ��±ð��»@ ���¦� ¬¡  ���� ±��[ÏÐ����¦ú��»��i±������"���������i��Ï
��»���¦i�-�S»@ �©�� ±�¦¤µ��l��ÏÐ���l¦ ��»��WÌÎ -¡Ü� © Ì;»��¨�S»y�·�Î� ±; ��2���@ ����-�¤ 0©��y����©Æ������§ §B�¬�=Ë±�<�l©�±����S ��B©~��±Î¦� ¬¡
�����/.������¬±�±��¬�] �±;�-ÉÆ�@ �§ � ���B�¬±;�l�Ú�B©��-ÉÆ�@ �§B�·��� �¬±-µ ö â3æ ç�áGì2ê�ç�æ#�l�ðërã"âïæ ç0áGì2ê�ç�æ(����©�±����� 0� ©Æ��±-µ@���¬±����¬�2���·°~�¬§·¡~µ
 �©"�}��»���¡ ¦� ¬¡Ü�/.���§ �¨�2� ��§ ¡}���¬���¬©"�y��©}��� ¦i� �l��©��0��µ=êSó�ìSà�ã�à�í&â%ò�����î-ò¬æ ì�êSà�ã�à�í&â%ò ����©�±����S ��B©~��±-Ë

Ã¤�0��� �l©y����±������B�2��� ��©�±Î��»@ 
�Ú¦[ -¡Ü��� �����Ú� ©y��»�� ÏÐ����¦

hi (q) = 0, i = 1, . . . , k < n, hi : Q 7→ R,
±�¦i�Æ����» #r�V&

 ����Ü�- �§B§ �-� ó�à0æ à�ãJà�í¢âEòyòSà�ã�î2á3ê�ç�âÐã@áïî�Ë¸ÄE��±t��S��-�2�¢� ±t��������©T0"©�����»��  ����� ��B©@ ���§ �Ü±�¡r±����¬¦ ���l©T0�³l�rª
�S 
��� ��©�±ð���� �©

(n− k)
ªG���B¦å�¬©�±��B��©@ �§/±�¦å�¥�0��» ±�����¦� 0©��BÏÐ��§B� �lÏ Q ËÜ²º»��[��������§ �¬¦ � ±�±��l§·°~�-�{�Æ¡

����0"©�� ©�³
n − k

©��2Ì �2�¥������� ©@ ����¬±¢�l© ��»������¬±������B�2���-� ±�����¦� �©��BÏ®�l§B� ��»" ��&��»@ 0�� ��2���¬���X;¬����»��  ���ª
���@ �§;õ~ì�è0ê�ìSì�î[à7ùºùSê�ìSìSõ~à�í �lÏP��»��&±�¡¥±����¬¦¤Ë¢¶"����±�� ¦¢��§® 
��� ��©{����������±���±�µL +²�â��;ì2êSì2ã"á3âEç�æ5üQH�æDèÆì ö êSç�â%ò
Ka
2ë@ç0á3â%à�ã��O²�H³K=��±�¡r±����¬¦ ±���§·°~�¬�Î� ±Î��±��-�=Ë

£Æ¡¥±����¬¦ ����©�±����S �� ©Æ��±�ÌÚ»��l±����/.r�����¬±�±�� �l©}� ©Æ°~��§·°~�¬±�³��¬©��¬�� 0§ �X;¬�-�y���Æ�l�����B©" ����¬±; �©"�Ü°l�¬§B�¥���·��� �¬±Î� ©
��»�� Ï®�l��¦

ai (q, q̇) = 0, i = 1, . . . , k < n, ai : Q 7→ Rn
µ�±�¦i�¥�0��»

 ����i���¬Ï®�¬�����-�n���¸ 0±1�
âÐã�ì2í�ç�á3âEò òSà�ã�î2á3ê�ç�â®ã@áïî2Ë[²�»���±��&ÌÚ� §B§P§ �B¦å� � ��»��� 0��¦i� ±�±�� ��§ �[¦i�0��� ��©�±���Ï<��»��
±�¡r±����¬¦ �Æ¡c���¬±������B�2��� ©�³ ��»��¸±����Ü��Ï�èÆì2ãJì2ê�ç�æ5â���ìSõ é�ì�æ à�ò2âïáïâEì�î¸��»@ 
� �- �©x���] 
���� �� ©��-�| 
�}  ³�� °l�¬©
����©T0"³����S 
��� �l©*ËÕÄ�©|¦i�-��»@ 0©��B��±-µÚ±��"�S»u�2�l©�±����� 0� ©Æ��±y ����]��±��@ �§B§·¡a�¬©"������©Æ�������-�x�B©a��»��{Ø9Ï3 ´�Ü �©
ÏÐ����¦

aTi (q) q̇ = 0, i = 1, . . . , k < n,
�l�

AT (q) q̇ = 0,
#O�9&

µ NL���Ú�7O2��138Ü1%�2>����;H0�S+W���}��+%+%�-��	5���E��C C
	7¶��71%������	5���#�º�-C
��� �¸·*H
	�+;����+3��+;�S1%����C�C�1%��+E+3��CÜ>¬8��)¥¬������	5��M&��H��
C
	7¶��71%������	5���5+J�E�º6��71%��,�����CW� ���º���-��	��
M���H��È���ow¬�L+3�G���%�9>¬8W	��2�E��1%�����5����	����Æ�
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¹�	�M2�
1%��º/»-¼ c�½R^ jo¾X©Iª Z �

ÄE�t¦[ -¡n»@ 0������© ��»@ 
����»���4¥� ©��¬¦� 
���B������©�±����S �� ©Æ��±¿#O�9&ð ����[©��0�t� ©Æ���¬³��S ���§ �lµ�â%÷Ðì�÷Bµ#�- 0©�©��0�t���
�����¢� ©���»��ÜÏÐ����¦ #O�9&�Ë�Ä�© ��»�� ±&�- �±��lµ(��»�� ����©�±����� 0� ©Æ��±& 0©"� ��»���¦i�-�S»" 0©��B�- �§�±�¡r±����¬¦ � ��±���§BÏ; ����
�- �§B§ �-�{ã�à�ã�ó�à�æ·à�ãJà�í¢âEò�Ë

À � � � � � � �Á�<� �������¸Â � � ��Ã"� ���
���·°~�¬©

qinit ∈ Cvalid
 0©��

qgoal ∈ Cvalid
µ
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