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Resumen. En este trabajo se presenta un modelo general para compuestos reforzados
con fibras. El modelo se obtiene de una generalizacion de la teoria de mezclas
clasicas teniendo en cuenta la participacion en la deformacion y tension del
compuesto de cada una de las componentes en las direcciones principales de las
fibras. De esta forma se obtienen las ecuaciones constitutivas de laminas reforzadas
por fibras unidireccionales a partir de las respectivas ecuaciones constitutivas de las
fibras y de la matriz y de su disposicion. Las ecuaciones del compuesto resultan de la
combinacion de laminas. Cada una de las componentes puede tener un modelo
constitutivo elastoplastico anisotropo.

La construccion del compuesto final a partir de la superposicion de subcompuestos
con fibras unidireccionales obliga a desarrollar un algoritmo para la obtencion de las
propiedades elasticas y la integracion de las ecuaciones constitutivas. En el trabajo se
incluyen los algoritmos numéricos necesarios para la implementacion del modelo
descripto en un programa de elementos finitos no lineal en 3D. El trabajo se completa
con ejemplos de aplicacion sencillos en 3D y la comparacion de los resultados con
resultados experimentales y obtenidos con otras teorias, que muestran la capacidad
del modelo propuesto. En particular, se ilustra la variacion de las propiedades
elasticas con la orientacion de las fibras segun distintas teorias y el efecto de las
deformaciones permanentes de la matriz en el comportamiento del compuesto.

2049


marce
2049


ENIEF 2003 - XIIl Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

1 INTRODUCCION

Durante los Gltimos afios, los materiales compuestos han reemplazado progresivamente a
los materiales tradicionales en una amplia variedad de aplicaciones. En el disefio de
materiales compuestos es importante evaluar su rigidez y resistencia. Se han propuesto
numerosos formalismos para predecir el comportamiento de materiales reforzados con fibras
largas.

El modelo de fibra/matriz de un cilindro combinado es un modelo clasico y simple para
predecir el modulo efectivo de un compuesto reforzado con fibras unidimensionales. Sin
embargo, las predicciones tedricas con este modelo muestran una corcondancia razonable en
el mddulo elastico longitudinal, no asi en el modulo elastico transversal, debido a que no
puede tener en cuenta la relacién de aspecto de la seccién transversal de las fibras'. El
método de Mori-Tanaka® ha tenido muchas aplicaciones debido a que puede considerar
diversas formas de inclusiones. Otros métodos son los modelos de inclusion/matriz que dan
predicciones ajustadas para tipos extremos de inclusiones y reproducen ajustadamente el
comportamiento de los compuestos cuando la proporcion de fibras se acerca a la unidad.

También existen en la literatura muchos trabajos enfocados en el estudio de la resistencia
de compuestos reforzados con fibras. Recientemente se organizé un ejercicio de falla para
comparé la capacidad predictiva de un gran nimero de teorias actualmente en uso®. Se
reconocio que la mayoria de las teorias han sido desarrolladas fenomenoldgicamente y tratan
a los compuestos como materiales homogéneos anisotropos. En general, para determinar los
coeficientes de resistencia de un compuesto particular, se requieren ensayos experimentales
extensos, incluyendo, en muchos casos, ensayos biaxiales que resultan caros y dificiles de
realizar. Otro problema que presentan estos modelos es que normalmente no son capaces de
predecir el modo de falla. En otras palabras, no son capaces de identificar cuél es el
componente que falla y cuél es el estado tensional de cada componente cuando falla el
compuesto. Los mecanismos de falla micromecanicos son importantes desde el punto de
vista del disefiador. Para elegir un compuesto existente o disefiar un nuevo compuesto, es
necesario conocer la relacion cuantitativa entre la falla del compuesto y las resistencias de
cada uno de los materiales constituyentes y su disposicion geométrica.

Se han hecho varios intentos para reproducir micromecanicamente la falla de compuestos
reforzados con fibras. En general, las teorias desarrolladas son muy complicadas, solo logran
reproducir algunos aspectos del comportamiento en la direccién longitudinal de las fibras o
son validas Unicamente para compuestos en los que la rigidez y resistencia de las fibras son
significativamente mayores que las de la matriz*.

En este trabajo se presenta un modelo para compuestos adecuado para el tratamiento de
compuestos reforzados con fibras largas y compuestos formados por laminas EI mismo esta
basado en un analisis micromecanico simple que permite obtener las deformaciones de las
componentes a partir de la del compuesto. Cada componente puede tener un modelo
constitutivo elastoplastico anisotropo cualquiera. EI modelo permite conocer la rigidez del
compuesto a partir de la de las componentes, su proporcion y disposicion. También es
posible obtener la respuesta no lineal del compuesto bajo condiciones de carga triaxiales
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cualesquiera como asi también conocer el modo de falla y las tensiones en cada una de las
componentes.

Para modelar un compuesto formado por laminas con fibras unidireccionales en distintas
direcciones, se puede partir del mismo modelo base y construir el laminado como un
compuesto cuyas componentes son, a su vez, materiales compuestos. Este tipo de analisis
puede ser utilizado también para simular el comportamiento de perfiles de pultrusion.

2 DESARROLLO DEL MODELO

2.1 Ecuaciones constitutivas de las componentes

Se propone una forma alternativa de expresar las ecuaciones constitutivas elastoplasticas
de las componentes que luego permite encontrar el comportamiento del compuesto en forma
sencilla, haciendo hipétesis similares a la de teoria de mezclas clasicas”.

Se acepta que en el compuesto analizado el material puede trabajar en serie o en paralelo
en correspondencia con cada una de las componentes de tension ( o deformacion). Se ordena
las componentes de tension y de deformacion de manera de tener un tensor en el que estan
aquellas componentes de tension y deformacion que luego seran comunes en el compuesto y
en otro tensor aquellas componentes de tensién o deformacion que seran el resultado de la
superposicion de las de todas las componentes multiplicadas por sus respectivas
participaciones de volumen®.

Se definen, para ello, los siguientes tensores:

a;, =9,6,0,0,H(p,)

ir~ js

55 g 1)
GW — Yk GW
H: funcion escalon
[1si la componente rs trabaja en paralelo
=0 . . . .
0 0si lacomponente rs trabaja en serie

Lo que sigue se escribe en forma compacta. En primer lugar, por cuestiones de
simplicidad de la formulacion, se trabaja sélo con la deformacion elastica. Las componentes
de tension y de deformacion elasticas se reordenan de la siguiente forma:

p rs

o’ =a’:0+a & o =a°:0” +a‘:€”

e £ . g . e e [ g . € (2)
E =a°".o+a & ytambiénva'eque E =a" .0 +ta” &

El tensor o™ es tal que, referido direcciones locales del material (fibra, lamina, etc.) tiene

componentes de tension en correspondencia con aquellas direcciones en las que trabaja en

paralelo y deformaciones elasticas en aquellas direcciones en las que trabaja en serie.

p *e . . . . .
De manera analoga el tensor € ~ es tal que, referido direcciones locales del material (fibra,
lamina, etc.), tiene componentes de deformaciones elasticas en correspondencia con aquellas
direcciones en las que trabaja en paralelo y tension en aquellas direcciones en las que trabaja
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en serie.
Combinando las ecuaciones (2a) y (2b) se puede llegar a la siguiente relacion constitutiva
elastica:

o’ =C":¢” 4)
Donde:
¢ =l :c+a*):fa:c+a’)? (5)
Si se define:
o =0 +a’ ¢’ y & =¢"+a% ¢’ (6)

El tensor o~ es tal que, referido direcciones locales del material (fibra, lamina, etc.) tiene
componentes de tension en correspondencia con aquellas direcciones en las que trabaja en
paralelo y deformaciones totales en aquellas direcciones en las que trabaja en serie.

De manera analoga el tensor £" es tal que, referido direcciones locales del material (fibra,
lamina, etc.), tiene componentes de deformaciones totales en correspondencia con aquellas
direcciones en las que trabaja en paralelo y tension en aquellas direcciones en las que trabaja
en serie.

Se verifica tambien que:

o =a’:0+a’:¢ o =a°:0 +af:€ .
£ =a°:0+a% ¢ ytambiénvaleque € =070 +a’:e 0
De manera analoga a la ecuacion (4) se puede escribir:
o' =C":g" -0 (8
Donde:
JP*:(C*:a" —af):ep (9)
La energia libre se expresa como:
p=pee)+wr (10)
Donde la energia libre elastica se puede escribir:
W*e(s*e):lﬁ*e(a*e):w8(88)2478(0)
pr (se):;e*e C e :;a*e e :;a*e :C* o :J*e(ee) -

De donde se puede probar que:
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o = v (12)

*

o€

2.2 Ecuacion constitutiva del compuesto
En primer lugar, se analiza un compuesto simple formado por n components en las que
tensores a“ y a® son idénticos. En ese compuesto se verifica que:
g =€ (13)

Donde c indica una componente cualquiera.
Si se designa con k. la proporcion de volumen de una componente genérica, la energia
libre por unidad de volumen del compuesto se puede escribir como:

vy =t wr =Y kY, =S ke )= Skl vvr) (14)
Y resulta:
. oy QW - C Ce s
R VLA T T TR @9

Si se admite, ademas, que, en aquellas componentes que trabajan en serie, la deformacion
plastica del compuesto es la suma de las deformaciones plasticas de las componentes
multiplicadas por sus respectivas participaciones de volumen, resulta:

o =C:g -a” (16)
Con:
C'=%kC. o= ZkC(C: a® -at):e’ (17)
Utilizando las ecuaciones (7) se puede calcular la tensién como:
o =C:e-ag”’ (18)
Donde:
C=(a" :C” +a£):(or£ :C” +a")_l; o’ =-C:a°:0” +a°:0" =(orcr —C:af):a”* (19)

2.3 Deformacion de las componentes en términos de la deformacion del compuesto

A los efectos de la implementacion numérica en un programa de elementos finitos, resulta
conveniente encontrar una relacion entre la deformacion de cada una de las componentes y la
deformacion del compuesto. De esta manera, una vez obtenida la deformacion de cada
componente, se puede integrar independientemente las ecuaciones constitutivas
correspondientes y llevar cuenta de los estados tensionales a nivel micromecanico.

Partiendo de la condicién (13) y las ecuaciones (7) se puede escribir:
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£ =@ g+E&’ (20)
Donde:

) :(ag :C +a"):(a£ :C*+a")_1 €l =@ a0 -a:0 (21)

2.4 Tensor elastopléstico tangente
El tensor elastoplastico tangente se obtiene derivando la ecuacion (18)
o =C:e-0’=C":¢ (22)
Donde C" = C—(a" —C:af): Zk(C a’ —af): (I—CC‘1 : Cf):qoc (23)
y C! es el tensor elastoplastico tangente de la componente c.

2.5 Sistema de referencia

Todas las ecuaciones anteriores valen en el sistema de referencia local del compuesto.
Para un sistema de referencia cualquiera se deben rotar los tensores correspondientes.

2.6 Compuesto laminado

La ecuacion constitutiva de un compuesto laminado o de un material compuesto con

estructura compleja, donde los tensores a? y a® no son iguales en todas las componentes,
puede obtenerse en etapas. Se descompone el compuesto en subcompuestos mas simples,
para los cuales se puede encontrar la ecuacion constitutiva de la manera descripta, y luego se
halla la ecuacion del compuesto, componiendo los subcompuestos de manera similar.

Para obtener las deformaciones de las componentes, se encuentra en primer lugar la de las
subcompuestos y luego, a partir de ellas, las de las componentes mismas.

3 IMPLEMENTACION NUMERICA

El modelo de compuestos presentado puede ser implementado en un programa de
elementos finitos no lineal mediante un algoritmo iterativo como el que se describe en la
Figura 1. Para obtener las deformaciones de cada una de las componentes se requieren
conocer las deformaciones plasticas de todas ellas. Esto lleva a que el problema deba ser
resuelto en forma iterativa.

4 EJEMPLOS DE APLICACION

4.1 Introduccion

Se presenta una serie de ejemplos de aplicacion del modelo desarrollado que permiten
comparar los resultados del mismo con los obtenidos con otras teorias y experimentalmente.
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INCREMENTO: n

]

| U =AU +K'F .

PREDICTOR ELASTICO k=0 (7))

:£i+1 + (glp )’+1

k

T 3SVHd
73A0OW 3ALLNLILSNOD
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i+1
(glp )k +1
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i +1
€r)
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ofler)s -2)]

CONVER.

RECOMPOSICION
ot =C:e™- (a")

i +1

PROXIMO

INCREMENTO: n+1

Figura 1 : Esquema de solucién de un problema no lineal en el compuesto
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Todos los resultados corresponden a compuestos reforzados con fibras unidireccionales
como el que se esquematiza en la Figura 2 en la que se indican ademas los ejes locales de
referencia. En este tipo de compuestos, las componentes trabajan en paralelo en la direccién
longitudinal de las fibras (igual deformacion de todas las componentes) y en serie en la
direccidn transversal (igual tension de todas las componentes). La forma de resistir el corte
no es tan clara a simple vista. Se mostrara, mas adelante, que depende, entre otros factores,
de la forma de la seccidn transversal de las fibras. Para el caso que todas las componentes
tengan la misma tension tangencial, los tensores a’ y a® pueden escribirse en forma
matricial de la siguiente manera:

1 000 0 0O 000 0 0O
9000 0 0 9 100 0 0

goo@ 000000 . Do0100 0] 2
90000 o0f 90010 07
® 0 0 0 0 oO ® 0 0 0 1 o0
9 00 0 0 oF 9 000 0 1F

Figura 2 : Esquema de un compuesto con fibras unidireccionales

En este caso el compuesto estd formado por dos componentes: matriz y fibra, se indican
con los subindices m y f respectivamente.

4.2 Propiedades elasticas de un compuesto de fibras de vidrio con resina poliéster

En la Figura 3 se ilustra la variacion de los modulos elésticos longitudinal y transversal de
un compuesto con fibras unidireccionales de vidrio y resina poliéster’ en funcién del
volumen de fibras. Se considera que tanto la matriz como las fibras son isotropas con las
siguientes propiedades elasticas: £, =76 GPa ; v, =025 ; E, =3.5GPa ; v, =0.37

En la Figura 4 se muestra la variacion del modulo eléstico con la orientacion del
compuesto. En todos los casos se comparan los resultados con los obtenidos con otras
teorfas’, observandose una buena concordancia.
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Figura 3 : Variacion de las propiedades elasticas con el volumen relativo de fibras
a) Mddulo elastico longitudinal £;, b) Médulo eldstico transversal E,
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Angulo 8 [rad]

Figura 4 : Variacion del modulo elastico con la orientacion de las fibras (£=0.3)

4.3 Propiedades elasticas de un compuesto de fibras de vidrio con resina epoxy

En este ejemplo se estudia un compuesto con fibras de vidrio y resina epoxy . Las
propiedades elasticas de la matriz y de las fibras son las siguientes:

E,=731GPa ; v,=022 ; E, =345GPa ; v, =035

La Figura 5 ilustra la variacion del modulo elastico longitudinal en la direccion
transversal a las fibras obtenida con el modelo considerando un comportamiento en serie en
la direccion 2 y una combinacion en serie de dos subcompuestos, uno en serie y otro en
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paralelo. En la misma figura se han representado los resultados experimentales obtenidos por
Tsai y Hang® y las curvas correspondientes a los modelos propuestos por Huang* y Chamis.
Puede verse gue, en este caso en que las fibras son isétropas, el modelo propuesto aproxima
mejor los resultados experimentales si se considera que las componentes trabajan en una
combinacion paralelo/serie en la direccion 2.

35 ® Exper
30 —
Huana
25
_ Chamis
g 20
E 15 Mod. prop.(serie)
10 — Mod. prop.
= (paralelo,serie)
o [

0 01020304 0506070809
ke
Figura 5 : Variacion del mddulo elastico £, con la proporcion de fibras

4.4 Modulo eléstico transversal para distintas secciones transversales de fibras

En este punto se estudia la variacion del mddulo eléstico transversal G;, con la
proporcion de fibras para un compuesto con fibras de vidrio y resina epoxy' con las
siguientes propiedades elasticas:

E, =724GPa;v, =0.2; G, =30.2GPa; E, =2.76GPa; v, =0.35; G, =1.02GPa

La Figura 6 ilustra la variacion del modulo elastico transversal en funcion del volumen de
fibras obtenida con el modelo considerando un comportamiento en serie, en paralelo y una
combinacion en serie de dos subcompuestos, uno en serie y otro en paralelo, en
correspondencia con la componente de corte /-2. En la misma figura se han representado los
resultados obtenidos por Jiang y Cheung' con un modelo de inclusiones elésticas elipticas
con distintas relaciones de aspecto. Se puede ver que la idealizacion de comportamiento en
paralelo da lugar a una curva muy cercana a la correspondiente a fibras de seccién
transversal muy aplanada (/=0.000001), mientras que la combinacion serie/paralelo
aproxima bien el caso de fibras con seccion circular (/=1)

4.5 Propiedades elasticas de un compuesto de fibras de carbono con resina epoxy

En este punto se estudian las propiedades elasticas de un compuesto de resina epoxy con
fibras de carbono con las siguientes constantes elasticas:
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E, =232GPa ;E,, =15GPa ; v,,, =0.279 ; v,, =049 ; G, =30.2GPa ;
E =535GPa ; v, =0.22

35

------- Jiang (I=0.000001)
30

25 . /
20

Jiang(I=1)

QE JPEN Y A B EPPERPS Mod. prop. paralelo
G 15 = //
L1° Mod. prop. serie
10 /
5 ’,,:" // Mod. prop.
.-'/_./%*/ serie/paralelo+serie
0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6 : Variacion del médulo eléstico transversal G, con la proporcion de fibras

En las Figuras 7 se muestra la variacion de los modulos elasticos E; y E», los modulos
elasticos transversales G,y G,; Yy el coeficiente de Poisson v,, en funcion del volumen de

fibras. En las mismas figuras se ilustran los resultados experimentales obtenidos por Kriz y
Stinchcomb® y los obtenidos analiticamente por Huang”. En todos los casos se puede ver una
buena concordancia entre el modelo propuesto y los resultados experimentales. Debe
destacarse que en este caso, en que las fibras se consideran ortétropas, el médulo elastico £,
puede estimarse bien con la hipdtesis de comportamiento en serie en la direccion 2. Para los
modulos elasticos transversales G;, y G»; , en cambio, la combinacién serie/paralelo es la
que conduce a resultados mas proximos a los experimentales.

4.6 Resistencia y comportamiento no lineal de un compuesto con fibras

En este punto se estudia el comportamiento no lineal de un compuesto con fibras de SiC y
matriz, con las siguientes propiedades mecéanicas:

Fibras elasticas/fragiles: £, =400GPa; v, =0.25 ; ¢} =1000MPa ;
Matriz elastoplastica: E, =106 GPa; E! =7.6GPa; o) =850MPa; ¢! =1000MPa; v, =0.33

La Figura 8 muestra el comportamiento tensién-deformacion en la direccion longitudinal
de las fibras para dos compuestos con distintas proporciones de fibras. Los resultados se
comparan con los obtenidos experimentalmente por Gundel™ y analiticamente por Huang”.
En la Figura 9 se muestra la variacion de la resistencia a traccion del compuesto con la
proporcion de fibras. Se observa, en todos los casos, una buena aproximaciéon de los
resultados experimentales.
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Figura 7 : Variacion de las propiedades elasticas del compuesto con la proporcion de fibras
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Figura 8 : Respuesta tension-deformacion en la direccién de las fibras
a) k=0.20, b) k=0.35
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Figura 9 : Variacion de la resistencia a traccion con la proporcién de fibras

4.7 Variacion de la resistencia con la orientacién de las fibras

En este ejemplo, se estudia un compuesto con fibras de grafito y matriz poliamida. A
continuacion se resumen la propiedades utilizadas para la matriz y las fibras.

Fibras elasticas/fragiles: £, , =222GPa; E,, =29.5GPa; v,,, =0.33; V,, =0.73

G,,, =24.1GPa ; ¢! =2530MPa
Matriz elastopléstica (criterio de Rankine): £, =3.1GPa; E. =380MPa; v, =0.39
o) =20MPa; ¢; =34.5MPa

En la Figura 10 se representa la variacion de la resistencia a traccion con la orientacion de
las fibras respecto de la tension aplicada obtenida con el modelo propuesto y se compara con
los resultados experimentales obtenidos por Pindera™ y los resultados analiticos de Huang®,
observandose una buena aproximacion. Debe notarse que, salvo en la direccidn longitudinal,
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donde el compuesto falla por la falla de las fibras, para otras inclinaciones, la falla es
producida por la rotura de la matriz.

1600

1

oo 9

800

\\ e Exper.
400 . —— Huang

k» — Mod. prop.

0 15 30 45 60 75 90

Inclinacion @ [grados]

Maxima tensién normal [MP:

Figura 10: Variacién de la resistencia a traccion con la orientacion de fibras

4.8 Envolvente de falla para un compuesto con fibras

En la Figura 11 se presenta la envolvente de falla obtenida con el modelo propuesto para
un compuesto con fibras de grafito y matriz epoxy. Las propiedades mecénicas utilizadas
para los componentes se resumen a continuacion

Fibras elasticas: E,, =213.7GPa; E,, =13.8GPa; v,,, =0.2; v,,, =0.25; G;,, =13.8GPa
Matriz elastoplastica (criterio de Rankine): £, =3.45GPa ; v, =0.39 ; o, =48.75MPa
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0 R
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Figura 11 : Envolvente falla (k,=0.66)

En la Figura 11 se representan ademas los resultados obtenidos experimentalmente por
Awrbuch y Hahn'? y las curvas obtenidas analiticamente por Huang para dos valores de la

resistencia Ultima de la matriz: ¢! =45MPa y o =54.5MPa. Puede observarse que, a
diferencia del modelo analitico de Huang®, el modelo propuesto ajusta razonablemente los
resultados experimentales tomando una resistencia promedio (o =48.75MPa) para la
matriz.
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5 CONCLUSIONES

Se ha presentado un modelo para materiales compuestos que parte de una idealizacion
simple del comportamiento micromecanico. EI mismo permite obtener el comportamiento
de un material compuesto a partir de los modelos constitutivos de las componentes, su
disposicion y proporcion en el compuesto. EI modelo resultante describe la falla del
compuesto teniendo en cuenta lo que ocurre en cada componente, por lo que permite
identificar el modo de falla.

Los ejemplos desarrollados muestran que el modelo reproduce adecuadamente el
comportamiento de materiales compuestos con fibras unidireccionales. Los resultados son
practicamente coincidente con algunos modelos analiticos desarrollados para el
comportamiento elastico. A diferencia de aquellos, el modelo desarrollado es de féacil
implementacion en un programa de elementos finitos no lineal y permite obtener en forma
relativamente sencilla la respuesta no lineal del compuesto.
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