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Resumen. En trabajos anteriores hemos definido y utilizado |os conceptos de “ cascara afin”,
“normal unimodular afin” y “ geometria afin de superficies’. Se establecieron, entre otros
conceptos, las condiciones de compatibilidad afin, con fundamento en las condiciones de
integrabilidad de la geometria unimodular afin de superficies.

En e presente articulo, continuando con e desarrollo de la Teoria de Céascaras
Afines, establecemos las ecuaciones de equilibrio de una cascara solida en el sentido afin,
reduciendo luego estas ecuaciones tridimensionales a las correspondientes ecuaciones
bidimensionales en la superficie media, en términos de los invariantes geométricos,
unimodulares afines de tal superficie.

El aumento en €l ndmero de invariantes proporciona un beneficio que aparece en
estas ecuaciones que quedara claramente establecido en los métodos computacionales a
desarrollar en un futuro proximo.
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INTRODUCCION

En € desarrollo de la teoria clésica euclidiana de céscaras las ecuaciones de equilibrio
tridimensionales, y su posterior reduccién a las correspondientes ecuaciones de equilibrio
bidimensionales en la superficie media, juegan un papel central y preponderante.

En nuestro articulo previo, referente a las Condiciones de Compatibilidad para
Cascaras Afines ™, introdujimos e concepto de Céscara Afin y demostramos, en tales
objetos fisico-geométricos, las condiciones de compatibilidad en € sentido de la Geometria
Afin que, como estableciéramos entonces, esta basada en la consideracion de los invariantes
geométricos bajo la acciéon del grupo unimodular afin ASL(3,R) .

Es € objetivo del presente trabajo demostrar las ecuaciones de equilibrio para
Céscaras Afines. Estas ecuaciones son determinadas analizando la interaccion que se produce
entre los condicionantes de carécter puramente fisico, i.e., la accion de fuerzas o cargas
aplicadas a una determinada cascara en su estado original, y las consecuencias geométricas de
tal accién que se traducen en una deformacion que, en el presente contexto, consideramos
desde el punto de vista afin.

Lo expuesto anteriormente nos llevo a la decision de mantener, en su parte pertinente,
la nomenclatura usada en nuestro articulo anterior 1. Sin embargo, también deseamos que e
presente articulo sea hasta cierto punto auto-contenido. Por este motivo, y también para
beneficio del lector, incluimos una seccién, la nimero 1, con un resumen de la notacion
empleada en esa ocasion. En la seccién 2 presentamos las ecuaciones de equilibrio
tridimensionales, que son elaboradas a partir de la aplicacion del Pri nciPio de Cauchy,
tradicionalmente empleado en e sentido euclidiano (I M1 Ml Wvilll. Ix. Iy " e egte caso
convenientemente adaptado para andizar la deformacion afin de un elemento de volumen
infinitesimal. En la seccion 3, a partir de la integracion de tales ecuaciones de equilibrio alo
largo de las fibras normales afines establecemos las correspondientes ecuaciones
bidimensionales.

1. RESUMEN DE NOTACION PARA CASCARAS AFINES (AFFINE SHELLS) [iv]

Introducimos primeramente las denominadas coordenadas normales afines de una
cascara. A tal fin consideramos la superficie media de la cascara en € sistema no deformado,
que denotaremos M, parametrizada localmente por una funcién vectorial, suficientemente

diferenciable, expresadapor X,:U ® R®, dondeU 1 R?.

Las coordenadas del dominio son denotadas (u',u®) de tal forma que se puede
expresar, localmente,

M, = X, (u',u?) )

donde se supone que X, es unainmersion topol6gica (embedding en Inglés).
Las particulas de la cascara, en € estado original, tienen coordenadas curvilineas
(Lagrangianas) (U*,U? U?) y las representamos a través de la ecuacion
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X(ULU2U3%) = X(ut,u?,t) = X, (U, u?) = X, (ut,u?) +tN,, con U® =t )

donde hemos extendido, obviamente, la anterior funcion a X:U” (-h,h)® R®, con
X (ut,u?,0) = X, (u*,u*) y donde N, es el vector normal afin ala superficie media.

Denotaremos, en general, con e signo de derivacion § seguido de subindices las
derivadas parciales ordinarias sucesivas de las funciones escalares y vectoriales:

o _ " 1 f

u ' Tu® Tu®
usando los siguientes rangos indiciales. letras latinas minlsculas serén indices variando entre
1y 3 1£i,j,k,...£3, esto significa que nos situamos en la cascara C (considerédndola como

un volumen); mientras que las minlsculas griegas serén reservadas para denotar una variacion
entrely 2: 1£a,b,q,...£2, i.e: nos referimos a la superficie media M, origina y sin

.0 ; =Nt = 3

deformacion o ala superficie media deformada M, .

Recordemos que los invariantes de la geometria unimodular afin se construyen en base
ala escogencia, en R®, de una 3-forma exterior, o funcién determinante, y que para ta se

emplea el simbolo [ , , | =det= determinante, resultando que la unidad de medida es e

volumen.
A seguir se define entonces, en la superficie media de la cascara M, la matriz de

funciones;
_éﬂxo 1.[XO 1.[2)(0 l;'
gﬂul ! ﬂUZ ’ﬂuaﬂub H

M (4)

y se agrega la hipotesis de que la superficie sea no-degenerada, i.e., H =det(h,,) * 0, lo que
permite definir la nueva matriz

G =|H[ "y, ©)
obteniéndose asi |a primera forma fundamental unimodular afin representada por
lia = @ Gapdu®du® (6)
que es una estructura pseudoriemanniana, ' i ., o .
Lanormal unimodular afin se define a seguir através de la expresion
Nua = % D(XO) (7)

donde D es el laplaciano con respecto ala seudo-métrica |, , i.e.:
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1 1 ee b TXq _
\/@ _1‘ﬂuag [ |a i con g—det(gab) (8)

b=1

DX, =

i QDon

Se verifica facilmente que tal campo vectorial es transversal a la superficie media M,
y que se obtienen, a partir de todo lo anterior, dos conexiones definidas en la superficie media
M,:
1) Laconexion de Levi-Civita con respecto ala pseudométrica lua: N.
2) La conexion inducida normal afin, N, o sea la proyeccion de D, la conexion playa
natural de R® como espacio vectorial, en ladireccion de Ny, i.€::

N,Y = proy,_(D,Y) ©)

donde Z e Y denotan campos vectoriales tangentes ala superficie media M, .

La segunda forma (cubica) fundamental unimodular afin se define luego como la
derivada covariante normal afin de la primera forma fundamentd, i.e. :

N(1,)=1, (10)
gue, en coordenadas locales, se puede representar también por:

2 = @ GadU™ du® du? (12)

con los coeficientes g,,, totalmente simeétricos en sus indices,

La tercera forma fundamental afin se introduce a partir de la observacion de que las
derivadas locales de la normal afin yacen en €l espacio tangente a la superficie en cada punto,
i.e.,

My _ o o 1X ™y e 1%

ua — _ B o — Bl BZ 12
ﬂua ab- a ﬂub a ﬂul ﬂUZ ’ ( )
lo que permite definir latercera formafundamental afin por la expresion:
I, =B, dufdu’, con B, =@Q 0,B!. (13)
9

En cuanto ala construccion de una métrica, o seudo-métrica, en la cascara recordemos
que se redliza a partir de la seudo-métrica de la superficie media |, representando

primeramente |os coeficientes métricos, sobre la superficie media M, por:

aaX, ‘I]Xo

=1
&I u® 5

(14)
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Entonces, sobre la cascara C definimos una estructura seudo-métrica, invariante
unimodular afin, que denotaremos por

G=4 G,du'du’ (15)
ij
por medio de |as ecuaciones
G 1= Gap - 2By, +t2£71 B.B, (16)
G, :Gagzegﬂj(a ,%E:G(Xa,Nua)::O, (17)
y
GSS:Gge%,%g:G(Nua,Nua)::l (18)

Por otra parte, los objetos geométricos que pertenecen a la cascara en e estado
deformado son denotados con un asterisco superior derecho: X, :U ® R®, dondeU I R?
representa la parametrizacion de la superficie media de la céscara deformada
M, = X, (u",u?), y donde € dominio de definicion de esta inmersion, U1 R?, y sus
pardmetros, o coordenadas del dominio, (u*,u®), son los mismos que para la superficie media

de la céscara en € estado original, previo a la deformacién. Para el resto de los objetos se
adapta consecuentemente esta notacién y ésta, a su vez, nos permite introducir las
correspondientes componentes de |os tensores diferencia:

eij :%(G; - Gij )’ Sabg = g;bg - gabg ) W - = B;b - Bab : (19)

2. ECUACIONES DE EQUILIBRIO TRIDIMENSIONALES PARA CASCARAS
AFINES

Bajo la accion de fuerzas generadas por cargas o solicitaciones genéricas, como saltos
térmicos, etc., la cascara pasa del estado previo a deformacion, C, a estado final deformado
C". Més aln, puesto que bajo esta accion cambia también la seudo-métrica podemos suponer
gue la accion de estas fuerzas produce un cambio: del espacio seudo-Riemanniano (C ,G),
i.e, lacascara C junto con la estructura seudo-Riemanniana G, definida en el parégrafo
anterior, al espacio seudo-Riemanniano deformado (C G) Entonces, por aplicacion del

Principio de Tension de Cauchy, adaptado de su formulacion clésica euclidiana a presente
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caso de un cuerpo dotado de una seudo-métrica, podemos suponer definido un tensor de
tensién que denotaremos

T - 9
ﬂUiAﬂUj. (20)

El andlisisinfinitesimal del comportamiento de este tipo de tensores permite establecer
la propiedad de simetria, i.e., se cumple que

t! :tji, 21)

y las correspondientes componentes mixtas se construyen usando la seudo-métrica no
deformada G, i.e,,

t=3t"

i]

tij =1 thhi , (22)

ecuaciones en las que usamos la convencién de que cuando aparecen indices repetidos, en una
ecuacion, debe entenderse que se suman. En lo que sigue haremos un uso extensivo y
permanente de tal convencion sin necesidad de nuevas aclaraciones, salvo indicacién en
contrario.

A seguir, através del andisis de las ecuaciones de movimiento de la cascara, a pasar

del estado origina (C,G) al estado deformado (C ’ G*) , Y puesto que en este Ultimo caso se

supone que ya no hay fuerzas actuando (estado de equilibrio), se obtienen, en forma
totalmente andloga a caso clasico euclidiano, las ecuaciones de equilibrio, que en su forma
mas simple pueden representarse por la ecuacion:

th+Cit"+Cht" =0, @

donde la doble coma ,, indica derivacion covariante con respecto a la conexién de Levi-
Civita de (C,G), y hemos usado también e Lema 1 de nuestro trabgjo anterior, ™, para
obtener la ecuacion puesto que, en funcién de tal resultado, la relacién entre las conexiones de
Levi-Civitade (C,G) y (C G) esta determinada por la ecuacion

*

:*i _ = | I -1 _*ir * *
ij _ij +Cjk, con Cy =36 (Grj,,k +G, ;- ij,,r), (24)

~
~

*

siendo G' " la matriz inversa de Gir : ij son las componentes de la conexion de Levi-

Civitade G y Gjlk las correspondientesa G .
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Supondremos también a seguir que € material de la cascara es homogéneo, isotropico,
perfectamente elastico, o que permite introducir la funcién densidad de energia de
deformacién, que representaremos como

W=W(s;,s,s,) (25)
donde los simbolos s denotan a las funciones simétricas de los autovalores de la matriz de
deformacion, definida por e.i = Gisesk e,

— Al —alal — ainink
S =€, S, =€¢ . s, =eee’. (26)

Entonces, las relaciones de tension-deformacién pueden escribirse en términos de las
componentes mixtas del tensor de tension por medio de la ecuacion:

(m= G W
i = G*E (27)

G = det(G, ) . G =de(G)). (28)

siendo:

Esto permite expresar en forma alln mas abreviada y conveniente las ecuaciones de equilibrio
(23). En €efecto, si introducimos € tensor de seudo-tension:

G* *I *I
T-mZ:‘/—'[ "Gi-Wd" =G -Wd"
i G r i ﬂe;n - (29)

las ecuaciones (23) se escriben en esta notacién como
m
Ti,,m - O (30)

Ademés, y por otra parte, la condicion de contorno que prescribe la ausencia de

fuerzas actuando en las caras de la céscara, ie, t'° =0, para t =xh, se escribe
equivalentemente en términos del tensor de seudo-tension como

T}=0, T, =-W, para t=xh. (31)

3. ECUACIONESBIDIMENSIONALESDE EQUILIBRIO

En esta seccion vamos a obtener las ecuaciones de equilibrio bidimensionales, a partir
de las ecuaciones tridimensionales en su Ultima expresion, (30), usando también las
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condiciones de contorno (31). Para acanzar este objetivo procederemos, de forma similar a
desarrollo clésico de la Teoria de Cascaras Euclidianas, integrando las mencionadas
ecuaciones a lo largo de las fibras normales afines. Primeramente, usando también
propiedades de la funcion determinante, establecemos la relacién entre los elementos de

volumen delacéscara (C,G):
dV,:=,[GldU UdU2 UdU® =[[1,X, T,X, 1. X]|dU* Udu2 Udu®  (32)
y e elemento de &rea de la superficie media (M, g)
dA,: = /|g]du* UdU? =[1,X,,T,X,, Ny
gue es, por lo demés y obviamente, una subvariedad seudo-Riemanniana de la primera, en

términos de invariantes geométricos de tal superficie. En efecto, empleando |as ecuaciones (2)
y (12) podemos escribir:

[ﬂlx,ﬂZX,ﬂ3X] = [ﬂlxo +tﬂ1Nua’ﬂ2XO +tﬂ2Nua’ Nua]
=g1- t8) 1,X, - 1B, X0~ tB3, Xy +(1- 1B 1, X0 Nl (39)
= (1' 2H +t2Kua) [ﬂlxo’ﬂzxm Nua]

du*udu?, (33)

donde H, ::%(Bh Bj) y K, =B/BZ- B’B, son respectivamente la curvatura media afin

y la curvatura de Gauss afin, de la superficie media no-deformada M,. En consecuencia,
podemos escribir también larelacion:

‘E
g

Corresponde aclarar que el primer miembro de la Ultima ecuaci én aparecera repetidamente en
lo que sigue, usado en esa notacion por razones de brevedad. Sin embargo, siempre se debera
interpretar con el significado que conlleva el miembro derecho.

‘:p-sz+ﬁKw_ (35)

A seguir, escribimos la ecuacion de equilibrio (30) en laforma

G

g

que, por definicién de derivada covariante, también podemos expresar como

t" = Tw =0, (36)
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__—|

1

m

ﬂ

_|
3
Gl
67

(37)
Tp |k

Ademés, por laregla de Leibnitz, también podemos expresar

1, gEng nt“'ldf\ETik +1 1 (1, (10g.,[G])- 1, (10g.yfa] )7 +t“E 1,7 .(39)

Por otra parte, podemos reducir la expresion del Ultimo término en (37), primeramente a
GiT, =T“G,Gi
=T"G, (4G" (1,G, +1,G, - 1.G,)) (39)
=1T" (1,G, +1.G - 1.Gy)

y luego, usando las ecuaciones (17) y (18), y también la simetria del tensor de seudo-tension,
obtenemos

GT =1T™,G, . (40)

Entonces, usando (37), (38) y (40), podemos expresar |as ecuaciones de equilibrio por

n G k- wn G kg n Gﬂ'\ 3 b b 6_

A seguir, por integracion de la Gltima ecuacion alo largo de las fibras normales afines,
obtenemos:

"« & (6.0 " G|an o
AT ot (12T +dt = " = e=T23- 1, (log/g||T° +1 T .G, Zdt
Ol 3 -?\/g‘ét - (lo0,[dl) T +3 T 1.0

Lo expresado representa un conjunto de tres ecuaciones, por variacion del indice libre
| . Para reducir estas ecuaciones en términos de invariantes geométricos de la superficie
media procederemos a separar dos casos posibles paratal indicelibre, i.e, | =a 6 1 =3.

Ademés observamos que, usando también en forma apropiada las condiciones de
contorno (31), podemos expresar |as siguientes igualdades:
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h & o] h & o] h & gl .0
T =dt = O, T dt+ ol 6t", [ =T +dt =
5[ 2= O [T 2 gt T
h e 0 e 0 & 0 , (43)
= of, Gt" ETi'i’%dt+ t" /ETF?(h)- o 1 2+(- h)
-h é g 5 é g 6 gl =
?8? GTbédté =1 9 Tb dt +h‘8?“ GTGb dt
“lla 2HY L Ty

hee gl . . 0] (44
- Ot [T G, ~dt
% Vol ™3

1, (1og o) = &, (45)
h ..“
CE V9 Tb_dt_(g \lg Tbgggrg'ZIB +taBs gs—' (46)
-h
d \/7 lTbgﬂG dt_d \/7 Tbgﬂ 8993 2tB +t aBS bs godt (47)
) 20
Qt”—gitj-bG t+ t”—a Tat (4g)
% ol o dé 9" 5
o [ re =g ﬁ prla mala

Entonces, usando también las propiedades de simetria del tensor de seudo-tension,
podemos representar, finalmente, las ecuaciones bidimensionales de equilibrio expresadas
totalmente en términos de invariantes geomeétrico-fisicos de la superficie media:
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Para i =a obtenemos |las dos ecuaciones

h ge =0
ot —dt— = ot E‘aﬁn—Tj-tBbg T +1t2(Bngs) T Ot
9§ g| &t ' 2 S 5

y, para i =3 laecuacion

Tb—dt— \/7 (B Tbg“BstsTbg ‘dt+
( ox Oé Gt
£ ot [ ofoton

Estas son |as ecuaciones procuradas como objetivo del presente trabajo.
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