Mecénica Computacional Vol. XXIV
A. Larreteguy (Editor)
Buenos Aires, Argentina, Noviembre 2005

UN METODO DE MOLIFICACI ON PARA RESOLVER PROBLEMAS
INVERSOS MAL CONDICIONADOS: APLICACIONES

Rubén D. Spies’*, Karina G. Temperini **

T Fac. de Ingeniéa Quimica - Universidad Nacional del Litoral
! Fac. de Humanidades y Ciencias - Universidad Nacional del Litoral
*Instituto de Materatica Aplicada del Litoral - CONICET
Guemes 3450, S3000GLN, Santa Fe, Argentina
E-mail: rspies@imalpde.ceride.gov.ar
E-mail: ktemperini@ceride.gov.ar

Palabras clave:problema inverso, inversa aproximada, ecoaciel calor “backwards”, ecuamsi
del calor “sideways”.
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1. INTRODUCCION

En un contexto general, un problema inverso se puede formular como la necesidad de hallar
f en una ecuabn de la forma

Af =g, (1)

dondeA : X — Y esun operador lineal y continud,, Y son espacios de Hilbertyes el dato.
Generalmente, los problemas inversos son “mal condicionados” en el sentido de Hadamard: hay
pérdida de existenciagpdida de unicidad y/ogrdida de dependencia continua de los datos. En

el estudio de problemas inversos en general, los dos primeros no constituyen problemas graves.
Casi siempre puede forzarse la existencia relajando el concepto debsojuiei no unicidad

en ciertos casos hasta puede ser ventajosa. Exrdidp de dependencia continua, puesta de
manifiesto en la no acotasi de la inversa generalizada de Moore-Penrose, la que origina los
mayores inconvenientes pues en tal caso, desgierrores o ruidos en la medini del datoy

pueden producir errores muy grandes en las soluciones del problema inverso, haciendo inesta-
bles todos los procedimientos nantos de aproximaon tradicionales.

Una solucbn parcial para estagpdida de estabilidad es el uso détodos de regulariza-
cion. Sin embargo debe tenerse presente qudinitigico materatico puede hacer estable un
problema que es iriti~secamente inestable. Todo lo que uatmdlo de regularizagh puede
hacer es recuperar la mayor cantidad de infororasiobre la soluéin como sea posible sin
perder la estabilidad. El “arte” de aplicaetodos de regularizaim consiste precisamente en
hallar el compromiso justo entre exactitud y estabilitlad.

En 1990, A. Louis y P. Maaspropusieron un @odo de invergin que calcula unaersibn
molificadade la soluddn del problema inverso mal condicionado. El operador soiydiama-
do“inversa aproximada’, transforma el datg en una aproximaon estable de la solumi. Una
de las ventajas &s importantes de estegtodo, que presentamos en la Séen@, es que el op-
erador soludn es precalculado antes de la mediicilel datgy. Se puede probague la inversa
aproximada es un @todo de regularizagn, es decir, que la solui regularizada converge a la
solucbn exacta cuando el nivel de ruido tiende a cero.

En la secdin 3 se presentan dos casos de aplaradel nétodo de la inversa aproximada a
los siguientes problemas inversos en condutdel calor: la “backwards heat equation” (BHE)

0 ecuadbn del calor hacia &s en el tiempo y la “sideways heat equation” (SHE) o ecuaci
del calor hacia un lado. Finalmente se muestran ejemplos y varios resultadesausnpara
datos cony sin ruido.

2. LA INVERSA APROXIMADA

Consideremos un problema inverso como el planteado en (1) y supongani@sAjueo es
cerrado. Es bien sabilgue entoncest', la inversa generalizada de Moore-Penroseldao
es acotada y por lo tanto el problema es mal condicionado. GeneralmYeafg,son espacios
de funciones definidas sobre afgconjunto abiert® c IR

El método de la inversa aproximada se basa en la idea de gakelaccde momentos de la
solucbn es estable, es decir, en lugar fiee calcula una aproximami (f,m,(s, -)),, donde
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my( -) es un molificador adecuado para cada X y v es un cierto paxrmetro de regulariza-
cion. De este modo se reducen las componentes de altas frecuencias en ten slasi@uales
se ven afectadas principalmente por el ruido en los datos.

Resulta claro quef, m, (s, -)) , no se puede calcular expitamente debido a quges des-
conocida. Para que estélculo sea posible, la idea es aproximarpor un elemento en el rango
del operador adjuntd*, es decir, determinap; € Y tal quem, (s, ) ~ A*)3. En particular,
observar que si la ecu@ari

my(s, ) = A™] (2)

tiene soluabn v)2, entonces
(fyma(s = ([, A3) = (AL05), = (9,403), - 3)
Si (2) no tiene soluéin, hallamos): minimizando|| A*y3 — m, (s, -)||. Puede probardejue

esto es equivalente a resolver la ecuacnormal
AA™YS = Am, (s, ). 4)

En cualquier caso es necesario seleccionar el molificador adecuadamente de modo que esta
ecuacbn tenga solucin. Se puede lograr unicidad, por ejemplo, seleccionando la éoldei
minima norma. Luego de obtengf, aproximamos f, m. (s, -)) y por

<fv m'y(57 )>X = <f7 A*¢'€;>X = <Af’ w§>y = <g’w’i>Y

Siguiendo A. K. Louig! definimos entonces a continuagilos conceptos de inversa aproximada
y kernel de reconstruon.

Definicion 2.1 Seanm., un molificador dado y)3 solucbn de (4). El operadof,, : Y — X
definido por

(S’Yg)(s) = <g7 ¢§>Y )
se denominanversa aproximadadel operadorA asociada al molificadorn., y ¢ se llama
kernel de reconstrucdn en el puntos.

La utilizacibn del nétodo de la inversa aproximada presenta varias ventajas con respecto a
los métodos de regularizamn tradicionales. En primer lugar, si bien la ecoad2) es tamlén
mal condicionada (con el mismo grado de mal condicionamiento que el problema original), en
este caso el dato es el molificador, el cual se elige en forma arbitraria y por lo tanto se conoce
exactamente. En segundo lugar, la determvadel kernel de reconstruéei es independiente
de g y por lo tanto puede ser calculado “a-priori”, antes de la médidie los datos. Adeas,
la molificacbn de f reduce los efectos en las componentes de altas frecuencias producidos por
ruido en el datg). Finalmente el proceso de invdysiconsiste en resolver un producto escalar
y, en caso de grandes dimensiones, este se puede obtener por procesamiento en paralelo.
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Entre los molificadores &s usuales mencionamos:

my(z,y) = W?ﬁ(z —v), (%)

dondey., es la funcdn caractéstica de la bola con centro en el origen y ragipvol(S¢!) es
la medida de la superficie de la bola unitariallh La utilizacion de este molificador resulta
en el @lculo de promedios locales de la sofuti

El molificador

my(e.) = (1) sinaly(z )

actia como un filtro pasa-bajas, eliminando las altas frecuencias de lasolliambén puede
usarse un molificador de decaimienépido definido por el kernel Gaussiano

2
4 — |z —yl
e )
Y

Finalmente mencionamos el molificador lineal por tramos

— 3”7;2””, r<y<z+r

+55 r-y<ysw (7)
, en otro caso.

my(x,y) =

SO =2 =

3. APLICACI ON DEL M ETODO DE LA INVERSA APROXIMADA A LA SOLU-
CION DE PROBLEMAS INVERSOS EN CONDUCCION DE CALOR

Los problemas “directos” en condubai de calor son los problemasasicos que consisten
en calcular la evoluéin temporab la distribucon espacial, en un cierto tiempo final prefijado,
de la temperatura de un cuerpo dados lo&metros&rmicos, la distribu@n inicial de la tem-
peratura del mismo y las condiciones en la frontera. Es bien sabido que todos estos problemas,
bajo condiciones bien generales, son bien condicionados en el sentido de Hadamard.
Planteamos a continudci dos problemas inversos asociados a estos problemas.

3.1. Laecuacbn del calor hacia atras en el tiempo (BHE)

Por simplicidad, consideraremoglg el caso unidimensional. El problema consiste en: sa-
biendo queu(x, t) es soluddn de la ecuadin

0*u du
82—x<l’,t) = E(x,t), WS [O,'ﬂ'], t> 0, (8)

con condiciones de borde de tipo Dirichlet horangas:

u(0,t) = u(m,t) =0, t >0, 9)
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y dada la temperatura final én= T

g(x) =u(x,T), z € [0, 7], (20)
cong(0) = g(m) = 0, determinar la temperatura inicial

f(z) = u(z,0), z € [0,7]. (11)

Usando laécnica usual de separanide variables se obtiene inmediatamente que la €wiuci
del problema directo (8), (9), (11) éstlada por

[e.e]

= %Z e " 'ser(na) /07T f(r)ser(nt)dr

Luego, se deduce de (10) que

g(z) = / " k(e ) () dr, (12)
donde

k(x,7) = %Z e Tser(nt)sen(nz).

n=1

Definimos el operador integral
K :L*0,7] — L?0,n7]
) = (KN = [ e

se tiene entonces que el problema inverso consiste en resolver labecimegral de primera
clase (12), es decir,
Kf=y. (13)

Como [0, 7] es compacto Y:(z,7) € L*([0,7] x [0, 7]) resulta que el operaddi es com-
pacto. Adenas, puesto quk(z, 7) esno degeneradcel problema inverso (13) es en efecto mal
condicionado, a pesar de qéees inyectivo. Dado qué&” es, aderas, autoadjunto, el sistema
singular asociado al operadares

{ (e‘”ZT \/iser(nx) \/gser(nx)> n=12, } :

Seay, = \/7 fo T)sern(nt) dr el erésimo coeficiente de Fourier generalizado del gato
Sedin el criterio de Plcard (ver Engt al'), el problema inverso tiene solaci si y $lo si
oo gn oo n2
>l = < a9
n=1 n=1
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En tal caso, la soluén esh dada por

f(x) = \/g Z "7 g, sen(nz). (15)

n=1

De (14) y (15) se puede observar que este problema es severamente mal condicionado: existe
una soluddn PHlo para los datog tales que sus coeficientes de Foufkigy} tienden a cero
mas apido que=—"7, es decir, para datos muy suaves. Por otra parte, un error easiren
coeficiente de Fourier dg es amplificado por un facte”*”. Asi por ejemplo, sil’ = 1, un
error del orden dea0~!2 en el sexto coeficiente de Fourier del dato resigtan un error del
orden del(0® en el sexto coeficiente de Fourier de la sauciAqu se ve claramente el fuerte
mal condicionamiento del problema. No edido pedir nas de cuatro coeficientes de Fourier
de la soluddn del problema inverso si se ha de concebir, como sucede siempre aatlegpia
existencia de errores en los datos, aunegtes puedan en principio considerarse despreciables.
Cualquier intento por resolver ni@ricamente este problema co@todos tradicionales resulta
entonces infructuosoa en el hipoktico caso en que se conozca en forma exacta. Los er-
rores introducidos por la necesidad de discretiragi los errores nuéricos de redondeo son
suficientes para hacer inestable cualquiétado chsico de aproximaon.

Veremos a continuath como se resuelve este problema utilizando étado de la inversa
aproximada. En primer lugar se debe hallar para cada puatf, 7| el kernel de reconstruc-
cion s (-) tal que K*¢3(-) = m,(s,-), dondem, es el molificador elegido. Dado que en este
caso el operadak’ es autoadjunto, resulta que el kernel de reconstonagj es solucdn de la
ecuaodn Kv3(-) = m,(s,-). Es decir, tenemos un problema inverso similar al original, pero
ahora con dato exacto. Usando (15) se obtiene que

Yi(x) = \/g i e"Qijm sernnx), (16)
n=1

dondem; , = \/g J, my(s,T)ser(n7) dr, es el eksimo coeficiente de Fourier del molifi-

cadorm,(s,-). Por dltimo, con el kernel de reconstruddi y el dato se calcula para cada
s € [0, x] la solucbn molificada del problema inverso utilizando (3).

La aplicacon del netodo de la inversa aproximada se puede entonces dividir en dos partes:
primero, el @lculo del kernel de reconstruéai a partir del molificador elegido (lo cual se
realiza “a-priori” de la mediéin del dato) y segundo, la invebsi propiamente dicha a partir
del dato, de la cual se obtiene una vensinolificada de la soluén o solucdbn “regularizada” o
“reconstruda”.

Resultados nunéricos
Consideraremo$/ nodos o puntos de reconstruagciequidistantes en el intervalo, 7| a
los que denotaremos caep, j = 1,..., N y aproximaremos (16) con la suma finité(z) =

2 M 2T . . .
\/; > ooy €7 'mZ, ser(nz). En primer lugar presentaremos varios ejemplos en los que se
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calcula una versin molificada de la temperatura inicial a partir del dato exacto. Luego, se ob-
tend@&n soluciones regularizadas a partir de datos perturbados con ruido. Supongants adem
gue se tienen mediciones del dgten los nodos, ss, ..., sy. LOS puntos de reconstruéci
pueden no coincidir con los de medini Mas @n, la cantidad de ambos puede no ser la misma.

A modo de ilustradin consideraremos los siguientes perfiles de temperaturas inicjal€s:

| =, z € [0, 7]
fl(x)_{ﬂ—x, r € (5,7

2z, x € [0,1]

) 3—=z, ze(1,2]
fa(@) 1, z € [2,2.5]
5=, T € (2.5,7]

—32% + 6z, x € [0,1.5]
fsle) = { 2BG-m) g e (15,7,

1.5—7m
Para obtener datos artificiales del problema inverso se régmivhero el problema directo
con temperatura inicigl,, f» 0 f3 y tiempo finall’ = 1. En la Figura 1 se muestra la distribtiai
de la temperatura para el perfil inicigl.

ufx by

Figura 1: Evoluddn de la temperatura(x, t) con temperatura inicigfs.

Para aproximar la soluen del problema inverso tomamaé = 55 puntos de reconstruc-
cion y M = 6. Consideramos el molificador de promedios localess;, ~) dado por (5),
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cuyo erésimo coeficiente de Fourier generalizado€s, = (v/2m yn)~![cogn(s; — 7)) —
cogn(s; + v))]. La Figura 2 muestra el kernel de reconstraocen el puntos;, ~ 1,6872
calculado a partir de (16) con= 0,04.

x 10

L L L L L L
0 05 1 15 2 25 3 35
X

Figura 2: Kernel de reconstruéei:> (x) cony = 0,04.

Las Figuras 3, 4 y 5 muestran las temperaturas inicigle$, y f3 con sus versiones mo-
lificadas obtenidas aplicando eletodo de la inversa aproximada a partir de cada uno de los
correspondientes datos exactos (perfiles de temperatura en el tierapad), con paametro
~ igual a0.04, 0.035 y 0.012, respectivamente. Se observa en estasiggs que las recons-
trucciones obtenidas son buenas aproximaciones de las soluciones exactastodel de la
inversa aproximada tamém resulta robusto ante la presencia de ruido. Para mostrar esto con-
sideraremos datos perturbados de la forma

g=g+e,
dondec es una variable aleatoria Gaussiana con media cero y désviestiandar

o = (k/100) [|g]ls -

Aqui k es el porcentaje de ruido como fuaside||¢||_, que se adiciona al dagppara simular
errores de medion. Las Figuras 6 y 7 muestran las temperaturas inicialgsf, y las recons-
trucciones obtenidas a partir de datos 6d% de nivel de ruidok = 5), N = 35, M = 2,
~v=0,018y T = 1enelprimercaso, % =3, N =55 M =2,v=0,042yT = 1enel
segundo. En ambos casos se uliket molificador de promedios locales (5).

Por Gltimo, analizamos otro ejemplo en el que la sahmcde (8), (9), (11) eatdada por
u(z,t) = senrexp(—t), (x,t) € [0,7] x [0,T]. Este ejemplo es bastante riguroso a los efectos
de poner a prueba la eficacia deédtodo, debido a que(x, -) decae apidamente a cero a medida
quet crece. La temperatura inicial en este casg @9 = u(z,0) = senz.
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u(x,0)
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02 /7

Figura 3: Soludn exactaf; (- - -) y solucbn reconstrida (—) a partir del dato exacto cad = 55, M = 6,
T=1y~=0,04

1.8+ I \
161 4 R
14+
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u(x,0)
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1
|
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|
|
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0 05 1 15 2 25 3 35
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Figura 4: Soludn exactafs (- - -) y solucbn reconstrida (—) a partir del dato exacto cav = 55, M = 6,
T=1y~=0,035.

Consideramos el molificador lineal por tramas(s;, «) dado por (7), cuyo &simo coefi-
ciente de Fourier generalizado puede probarse que es

mis, = Y2 oser(ns,) — ser(n(s, — 7)) — sertn(s, + 1))

Ay

La Figura 8 muestra la temperatura inicial y la reconidaua partir del dato exacto con
N =55,M = 2,~v= 10,015y tiempo finall' = 11. Observamos que a pesar de que la magnitud
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u(x,0)

Figura 5: Soludn exactaf;
T=1y~=0,012.

u(x,0)

35

25 \

15F / N

051 \

(- - -) y solucbn reconstrida (—) a partir del dato exacto ca¥ = 55, M = 6,

161
14r / \

12 ’ \

0.8t / N

0.6

L L L L L L )
0 0.5 1 15 2 25 3 35
X

Figura 6: Soludn exacta (- - -) y soluéin reconstrida (—) a partir de un dato con ui%% de nivel de ruido
(k=5),N=35M=2~v=0018yT =1.

del dato es del orden d&(107%), lo cual es despreciable en compagacton la magnitud de
la temperatura inicial que &€3(1), el método permite hallar una muy buena aproxinadie la

temperatura inicial. En

la Figura 9 se muestran la temperatura inicial y la reconstrgoe se

obtuvo a partir de un dato con @r¥% de nivel de ruidok = 2), N =65, M =2y~ = 0,005y
T = 2, obsenandose, @n en estas condiciones, una aproxirbagiazonablemente buena.
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18+ 1 N
161 ! \
14 N

12r \

u(x,0)
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1
1
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081 7 \

0.6 1 N

041 /1

0.2 /! \

Figura 7: Soludn exacta (- - -) y soluéin reconstrida (—) a partir de un dato con W% de nivel de ruido
(k=3),N=55M=2,7y=0,042yT = 1.

0.8

0.6

u(x,0)

04t ,

0.2

Figura 8: Soludn exacta (- - -) y soluéin reconstrida (—) a partir del dato exacto ca¥ = 55, M = 2,
v=0,015yT =11.

3.2. Laecuacbn del calor hacia un lado (SHE)

A continuacon consideraremos el problema de determinar el flujo de calor en un extremo
de una barra matica a partir de mediciones de la temperat@el flujo en el otro extremo.
Este problema es fuertemente mal condicionado: geapiperturbaciones en los datos pueden
causar errores muy grandes en la sdlodiver Englel al* y D. N. Hao y H.-J. Reinhard}.
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Figura 9: Soludn exacta (- - -) y soluéin reconstrida (—) a partir de dato con W% de nivel de ruidok = 2),
N=65M=2,v=0,005y7T =2.

Siguiendo los resultados de P. Jonas y A. K. LSudgfinimos

Qr = (0,1) x(0,7)
) = {ueLl’(Qr) : u, € L*(Qr)}
H" (Qr) = {ueL*(Qr) : usyu € L*(Qr)}
) C ([0,T); L*(0,1)) N L* ((0,T); H'(0,1))

y consideramos el problema de valores iniciales y de frontera

[ Zu(x,t) = L(x,t), (2,t) € Qr
Qu(l,t) = f(t), 0<t<T
u(0,t) =0, 0<t<T (17)
u(z,0) =0, 0<z<1

\

dondef € L?(0,T). Una soluddn cebil de este problema es una fumeiv € V'°(Qr) que
satisface

T
/ (—un; + ugn,) dz dt :/ ug(1,)n(1,t) dt
T 0

para cadayy € H%'(Qr). D. N. Had' probd que sif € L?(0,T), entonces existe unaica
solucibn cebil del problema (17). Definimos ahora el operadlor L?(0,7) — L?(0,T) que
mapea el flujo en el extremo derecho en la temperatura en el extremo izquierdo, és fleeir
u| .—o dondew es lalnica soluddn cebil del problema (17). Entonceds est bien definido
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porqueu eslinica 'y el maped’'°(Qr) — L*(0,T) sobre la frontera es continuo. El problema
inverso consiste en determinar el flujo de cafor) = w.(1,¢) en el extremo derecho de la
ecuacdn Lf = g, dondeg(t) = u(0,t) es la temperatura conocida en el extremo izquierdo. Se
plantea de la siguiente manera:

Tt (x,t) = Z(x,t), (x,1) € Qr

u(0,t) = g(t), 0<t<T

u(0,t) =0, 0<t<T.

La unicidad de la soludn del problema inverso ésprobada en D. N. &b y H.-J. Reinhardt.
Para aplicar el @todo de la inversa aproximada necesitamos hallar para cada tiempo
(0,T) el kernel de reconstruam !, tal que

L) = my (1), (18)

dondem., es el molificador previamente elegido. Para ello definimos el problema adjunto:

(( Z(x,t) = =25 (a,t), (2,¥) € Qr
v(z,T) =0, 0<az<1
% (1,t) =0, 0<t'<T (19)
2(0,1') = f(t'), 0<t<T

\

dondef € L?(0,T). Una soluobn cébil del problema (19) es una fubciv € V'°(Qr) que
satisface

T
/ (Unt + Uznm) dx dt = / Um(07 t)n(O, t) dt
T 0

para caday € H'“'(Qr). Si reemplazamog en (19) port = T — ' obtenemos el mismo
problema que en (17). Luego, el operador: L*(0,7T) — L*(0,7T), dado porL*(f) = V| p=1
dondev es la soludn cebil del problema (19) eatbien definido. Una consecuencia directa del
Teorema 1.11.1 de D. N.&¢' es que el operaddi* es el operador adjunto decon respecto

al producto interno efi?. Para aproximar de manera estable la solu¢idel problema inverso

por los momentosf, m,(t, -)), resolvemos el problema adjunto con
L*v,(0,t,t") = m4(t, 1) (20)

dondet € (0,T) es el tiempo de reconstruéai. De (18) y (20), el kernel de reconstrumtien
el tiempot est dado por)! (t') = Zv(0,¢,').
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Puesto que el molificader., se conoce exactamente es posible calcular ladmngi(0, ¢, ')
usando separami de variables o descomposginiAdomiané’. Asi se obtiene que

J o"mt (1)
t iyt gl
YL(t') = —=v(0,t,1) ngl o 1 prra (21)

Porultimo, a partir del kernel y el dato se calcula la safucimolificada del flujo en el extremo
derecho utilizando (3).

Resultados nunéricos

En forma similar a lo realizado para resolver la BHE, aplicaremo$ elgmétodo de la
inversa aproximada para obtener aproximaciones estables del flujo a derecha a partir de datos e-
xactos en el extremo izquierdo en primer lugar y luego, a partir de datos con ruido. En este caso,
utilizaremos el molificador Gaussiano (6) debido a que posee propiedades de invariancia que
pueden utilizarse para reducir los esfuerzos computacioh&8ledefinimos¥. (') = 1. (0, )
se tiene que), (t,t') = W, (t — t'). Asi, SOlo es necesario calcular el kernel de reconstarcci
ent = 0. Aproximaremos (21) con la suma finita

Con s (D atml ()
¢7(t>:;(2n—1)! ot

En la Figura 10 se muestra el kernel de reconstéuccalculado et = 0 usando (21) con
M =20y~ = 0,02. En L. Elder? se observa que es imposible reconstruir el flujo de calor en

x 10

I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 10: Kernel de reconstruéci ent = 0 con~y = 0,02.

t = T a partir de datos conocidos solamente{®r’]. P. Jonas y A. Loufssugieren trabajar
con datos en el interval®, T’ + 5v], dondey es el paametro de regulariza@n. Consideramos
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entoncesV tiempos de reconstrud@m en el intervald0, 7" + 5] y los denotamos cot} para
j=1,..., N. Amodo de ejemplo tomamos como flujo en el extremo derecho

[ 1, t€]0.1,0.3]U0.4,0.6] U[0.7,0.9]
ux(1,t) = f(t) = { 0, en otro caso.

Este es otro buen ejemplo para poner a prueba la eficiencia@etinde la inversa aprox-
imada debido a qu¢ no es continua en el interval0, 1], y por lo tanto para obtener una
razonable aproxima@gnh con cualquier @odo chsico seian necesarias componentes de alta
frecuencia, las que hian muy inestable el problema. El dato “artificial”, es decir, la tempera-
turau(0,t), 0 <t < T, se obtuvo resolviendo el problema directo dos- 1. En la Figura 11

se puede observar la evolanide la temperatura. En la Figura 12 se muestran el flujo a derecha

0.8

0.6

u(x,t)

0.4

0.2

1.2

0.8

0 o i tiempo

Figura 11: Evoludn de la temperatura correspondiente al flujo a derg¢ha

f(t) y el reconstrido a partir del dato exacto caw = 300, M = 20y v = 0,02. Puede ob-
servarse que el @todo permite hallar una buena aproxindecde f. Para analizar la robustez

del método ante la presencia de ruido, se calcularon reconstrucciones del flujo a partir de datos
a los que se les agregaron diferentes niveles de ruido. En las Figuras 13 y 14 se muestran las
versiones molificadas del flujo obtenidas a partir de datos cdrfude nivel de ruidof = 1),

N =300, M =20y~ = 0,04 enel primercaso ¥ = 3, N =400, M =20y~ = 0,045, enel
segundo, mientras que para la reconsttgue muestra la Figura 15 se considen ruido de

baja magnitud y alta frecuenci@) = 5 x 1073 ser(100¢). Como es de esperar, al aumentar el

nivel de ruido en el dato, se obtiene una aproximachenos exacta, aunqueraen este caso
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I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo

Figura 12: Soludn exacta (- - -) y soluéin reconstrida (—) a partir del dato exacto cav = 300, M = 20y
v = 0,02.

la aproximaddn sigue siendo estable y ebtodo es capaz de proveer una razonable cantidad
de informacbn sobre la soluéin. Es oportuno mencionar dcgue un ruido de esta naturaleza
haria fuertemente inestable cualquiegtmdo chsico de aproximaon.

12r

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo

Figura 13: Solud@n exacta (- - -) y soluéin reconstrida (—) a partir de un dato con urf% de nivel de ruido
(k=1), N =300, M =20y~ = 0,04.
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141

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo

Figura 14: Soludin exacta (- - -) y soluéin reconstrida (—) a partir de un dato con W% de nivel de ruido
(k=3), N =400, M =20y ~ = 0,045.

121

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo [h]

Figura 15: Soludn exacta (- - -) y soluéin reconstrida (—) a partir de un dato con ruidp005 ser{100t),
N =300, M =20y~ = 0,035.

4. CONCLUSIONES

Se introdujo el ratodo de la inversa aproximada para regularizar problemas inversos mal
condicionados y se anatizu aplicadn en dos tipos de problemas en condanaiel calor.
Los resultados nuéricos obtenidos permiten afirmar que édtodo de la inversa aproximada
es unaécnica nurgrica eficiente para regularizar los problemas inversos mal condicionados
planteados en este trabajo: BHE y SHE. Se obtuvieron buenas aproximaciones de las soluciones,
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ya sea que el gtodo se aplique a partir de datos exactos como de datos con distintos niveles de
ruido.

Desde el punto de vista computacional su implemeataes sencilla yapida. La principal
ventaja radica en que dado el molificador, alcalo del kernel de reconstruéci se puede
realizar antes de la mediri de los datos, lo cual permite utilizarlo en la reconstiutale
soluciones correspondientes a diferentes datos. Asimismo, la inversa aproximada consiste en
un producto interno cuyoatculo es apropiado para procesamiento en paralelo en casos de
grandes dimensiones.
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