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Abstract.

During the last decade finite element least-squares formulation has been widely used
for solving differential equations. Applied to stationary Poisson problem, written as a
first order system, it gives H' norm convergence for the scalar field and Hg;, for fluves
without satisfying the compatibility requirements between the spaces used to approximate
these variables. Adding non rotational condition we get H1 convergence for both fields
involved in the problem.

In this work we present least-squares semi-discrete formulations applied to the tran-
sient heat equations written in temperature and flux. Three time weight were used in the
functional definitions resulting in a totally implicit formulation, a weighted formulation
where the evolution equation was weighted by a 0 factor between t and t + At time step
and the constitutive equation relating the scalar quantity and its fluxz posed in time t + At
and a third one named here as 0-least-squares formulation (QEFMQ).

The three here proposed formulations are applied to an example and convergence errors
curves are shown and discussed.
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1 INTRODUCAO

No contexto da utilizacdo do método dos elementos finitos na resolucdo de problemas de
valor de contorno, as formulagoes de Galerkin em um campo, tém se mostrado eficientes
em aplicagoes de diversas areas. Em véarios outros problemas de interesse, no entanto,
constatam-se comportamentos indesejaveis, tais como, oscilagoes esptrias e trancamento
de solugdes, e o que se propoe nestes casos, é o uso de formulagdes mistas baseadas no
método de Galerkin ou formulagoes de Petrov-Galerkin, obtidas pela adi¢ao de residuos
de minimos quadrados de suas equagdes, a forma variacional do problema.
Paralelamente, tem surgido na literatura propostas de utilizagao da formulagao de minimos
quadrados. Essa formulacao que foi estudada por Bramble e Schatz! na solucao numérica
de problemas de valor de contorno elipticos, possui em sua forma classica a desvantagem
de requerer maior grau de regularidade dos espagos de aproximagcao, se comparada a outras
formulagoes. Entretanto, a transformacéo da equacao diferencial original do problema em
um sistema de equagoes diferenciais equivalentes de primeira ordem, pode ser utilizada
para reduzir essa necessidade adicional de regularidade desses espagos de aproximagao.
Este tipo de abordagem tem sido adotada por diversos autores para tratar problemas
tanto estaciondrios®*™? quanto transientes®®.

No presente trabalho introduzimos e discutimos formulagoes deste tipo aplicadas a sis-
temas parabodlicos transientes formulados em dois campos.

Inicialmente, resumimos brevemente os resultados por nds obtidos em trabalhos anterio-
res®? para o caso de problemas estacionarios, para, em seguida apresentar, para o proble-
ma transiente diferentes formulagdes semi-discretas partindo de funcionais de minimos
quadrados escritos em diferentes instantes de tempo. Apresentamos, entdo uma for-
mulacdo totalmente implicita onde todas as varidveis estdo no tempo t + At e uma
formulacao ponderada, onde a equacdo evolutiva foi ponderada por um fator 6 entre
os tempos t e t+ At e a equagao constitutiva, relacionando a grandeza escalar a seu fluxo,
é escrita no tempo t + At. Uma terceira formulagdo também considerada que denomi-
namos de 6 - minimos quadrados, onde a equagao evolutiva estd descrita no tempo t, ¢,
com a equagao constitutiva interpolada entre os tempos ¢ e t + At. Para cada um desses
casos, acrescentamos a condicao de irrotacionalidade do fluxo para melhorar suas taxas de
convergéncia. Exemplos numéricos para verificar a convergéncia dos esquemas propostos
sdo apresentados, analisando-se, em cada caso, a influéncia do acréscimo da equagao do
rotacional nulo.
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1.1 Definicao do Problema

Consideramos aqui a seguinte equagao diferencial de segunda ordem:

up — (kVu) = f(x,t) em (1)
=g(x,t) em T,
p-n= h(x, t) em T,
=up(x) em € parat=0

onde € R™ (nsd =1,2) é um dominio aberto de contorno I', x = (1, ¥3) um ponto
em Q e n = (ny,n2) o vetor normal ao contorno, com 'y, U T, = T'el, N T, = 0,
sendo u a varidvel escalar do problema, p seu fluxo, e f(x,t) € L*(Q) e g(x,t) fungdes
dadas.

O problema descrito pelas equagoes (1) pode ser reescrito como:

u +divp = f(x,t) em (2)
p=-kVu em
u=g(x,t) em T,
p-n=h(x,t) em T,

u=1up(x) em § para t=0

sendo V o operador gradiente, divp = V - p o divergente do fluxo e k é uma matriz dada
por k = kI, sendo I a matriz identidade e k uma constante.
Alguns espagos de fungoes e normas associadas, utilizadas no presente trabalho sdo:
L% (Q) o espago das fungées quadrado integraveis em ) com produto interno definido
da forma usual como (u,v) = [, (uv) dQ2 e norma |[ul|, = [|u| = (u, w)2: H' () o espago
de Hilbert H! (Q) = {u 6 L% (Q) Va, || <1, (0%u) € L2 (Q)}. Definimos ainda os
seguintes espagos:

V:{veHl:v:O em Fu}

U={qe L*Q)":divq e L*(Q)} = H(div)
as normas:
lallFaiv) = lall* + lldivalf? (3)

lallf = llal* + [[Val?

e a norma no espago produto:

1
(et )l iy e = (latllzras) + 011702 (4)
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1.2 Resultados para o caso estacionario

Inicialmente, resumimos nesta secdo os resultados obtidos®”#? para o caso estaciondrio.

Para este caso, considerando condigoes de contorno homogéneas de Dirichlet o funcional
de minimos quadrados correspondente é dado por:

2
Q

Ji(q,v) = 1/ [(divq — 2+ (q+ va)ﬂ dQ)

Associado & minimizacao de J(q,v), temos o seguinte problema variacional:
Problema Vy : Achar {p,u} € U x V|, tal que:

Bl{(pau)7(q7v)}:Ll(q7U) quU veV
com Bi(-,-) e Ly(+), definidas como:
Bi{(p,u), (q,v)} = (divp, divq) + (p + kVu, q +kVv) (5)

Li(q) = (f, divq)
Se adotamos como espagos de aproximacoes de elementos finitos para o Problema Vi, os
espagos HF C H(div)e V! € HY, onde k e I, sdo os graus dos polindmios de interpolacio,
para p e u respectivamente e h, um parametro da malha e se consideramos as propriedades
de interpolagao nos espagos H(div) e H', admitindo-se, ainda, que a solugao exata {p,u},
seja suficientemente regular com f € L%(2), temos para k = [, as seguintes estimativas:

P — Pallmaiv) + llu — upllm < CHF

Obtemos desta forma, as mesmas ordens de aproximacao para p e para u que as con-
seguidas pelo método de Petrov-Galerkin!'. Resultados semelhantes foram obtidos!®
quando k é uma matriz diagonal com coeficientes varidveis.

A introducao da condigao de irrotacionalidade do fluxo (rotp = 0), decorrente de p =
—kVu pode ser considerada, de modo a determinar sua influficia nas taxas de convergéncia
para este problema. Neste caso o funcional de minimos quadrados desta formulagdo passa
a ser dado por:

Tiav) = hlav) + g / (rotq)’ d2

Associado & minimizacio de J,(q,v) temos o seguinte problema variacional:
Problema V1: Achar (p,u) € W x V, tal que:

Bi{(p.u),(@,0)} =Li(q,v) VqeW veV
com Bi(-,-) e Li(-), definidas a seguir.

Bi{(p,u), (q,v)} = Bi{(p, ), (q,v)} + (rotp, rotq) (6)
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Li(q) = (f,divq)

Obtemos® neste caso as seguintes estimativas:
1p = Pa)llo + AlIVD = Vbi)llo + llu = unllo + hl[Vu = Vuy[lo < CH*

ou
Ip = paully < CR*

lu —up|y < CR?

Neste caso, para [ = k, as estimativas na norma de L? sdo da ordem de A**+1.
Os resultados comparativos desta formulacoes mostram® que a inclusao da parcela devida
ao rotacional recupera o fluxo em L? que se apresenta com erro na ordem de h?.

2 FORMULACOES PARA O PROBLEMA TRANSIENTE

Apresentamos nesta se¢ao trés propostas de formulagoes semi-discretas de minimos quadra-
dos para o problema transiente: a formulagdo totalmente implicita, onde todo o sistema
(2) estd descrito no tempo t,,1, a formulagdo ponderada na qual utilizamos uma inter-
polagao linear entre os tempos ¢, e t,,11 para aproximar a equagao evolutiva no tempo t,,.¢,
descrevendo a equagao constitutiva no tempo ¢,4; e a formulagao - minimos quadrados
onde todo o sistema (2) estd descrita no tempo t,14 ¢ a equagdo constitutiva é que é
interpolada entre os tempos ¢, e t,.1. Nesse caso, o fluxo derivado da grandeza escalar
é encontrado em um instante de tempo intermedidrio entre os tempo t, e t,.1. A cada
uma dessas formulagoes acrescentamos a parcela devida a irrotacionalidade do fluxo ana-
lisando a influéncia da inclus@o desse termo nos resultados obtidos, em termos de taxas
de convergéncia. Consideramos nas subsecoes em seguida que I é um intervalo de tempo
I =(0,T) com partigdo 0 = tg < t; < -+ < ty = T sendo t,4¢ um instante de tempo
com t, < tpip < tpyr paran=0,1,...., N —1.

2.1 Formulagao Totalmente Implicita

Considerando-se o sistema (2) no tempo ¢, e discretizando-se a derivada no tempo pelo
método das diferengas finitas temos:

Problema Py: Paran = 1,2,.... N — 1 e para um dado campo escalar f, encontrar os
campos p e u que satisfagam a:

n

untt —y

Al +divp™™ = flem Q (7)
pn+1 — _kvun+l

com u = g(x,t) em ', =T e u = ug(x) em Q para ¢t = 0.
O funcional de minimos quadrados para este sistema de equacoes é dado por:

n n+1

1/ —w . e B I ’
) = | (g v, g )

At
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(kvvn+l + qn+17 kvvn+1 + qn+1)i| (8)

Substituindo v e q por suas aproximagoes vy € qj respectivamente e minimizando-se o
funcional resultante em relacdo a vy, "lea q}‘“ temos o seguinte problema variacional:
Problema Vop: Paran = 0,1, ...,N 1, encontrar (pp,up), € Vi X Uy, onde Vj, C V e
U, C U, tal que:

Bon{(Prs un)ns (Ans U)n} = Loy (dn, Ua)n

onde
n+1 n+1

uj upy
Bon{(Pr, un)n, (Qn, Va)n} = ( At +d1VPn+17 AL

+ (kVup + pp kYot + gt
n+1

Loy (qn, vp)n = ( f"+1 + dlvq”“)

+ dlvqn+l> +

Baseado nos resultados encontrados para o problema estaciondrio, acrescentamos a condigao
de irrotacionalidade do fluxo no tempo ¢, a esta formulagdo. Dessa forma, o novo fun-
cional de minimos quadrados é definido como:

— 1
Jo(an, va) = Jolan, on) + 5 /(TthnH) ds2 (9)
Q
O problema variacional resultante da minimizagao do funcional (9) com relacio a u}*" e

a p”+1 é entdo, dado por:

Problema Vo,: Paran = 0,1,...,N — 1 encontrar (ps,us) € Vi x Wy, onde Vj, C V e
Wy C W, tal que: .
BQn{(p/u U/}L)’Il7 (qha Uh)n} = L2n(qh7 Uh)n

onde

Bon{(Phs tn)n, (@n, vr)n} = Bon{(Ph, ) (Ans vr)n} + (rotp™ ™, rotq™™)

2.2 Formulagao Ponderada de Minimos Quadrados

Para esta formulacao, discretizamos a equagao evolutiva no tempo t,4, pelo método das
diferengas finitas, e a equagao constitutiva é mantida no instante de tempo n + 1. Dessa
forma temos:

Problema Ps: Paran = 1,2,..,.N —1e 6 € (0,1] e para um dado campo escalar f,
encontrar os campos p e u que satisfagam a:

un+1 — "

A7 +divp™™ = " em Q (10)

pn+1 7kvun+1
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com u = g(x,t) em ')y = T' e u = up(x) em Q para t = 0. O funcional de minimos
quadrados para este sistema de equagoes é dado por:

1 ,Un-H — " Un+1 _ o
Ja(q,v) = B {(T + divq™t? — o, A + divg™*? — fn+6) 4
+ (kvvn+l +qn+17kvvn+1 +qn+1):| (11)

Para permitir aproximagoes em diferentes instantes de tempo ¢,4, substituimos em (11)
v e q por suas aproximacoes vy e gy respectivamente, utilizando uma interpolagao linear
para aproximar pZ+9 e f™*? na equacdo evolutiva. Definimos entdo as seguintes pon-

deragoes:

at’ = Ot + (1-0)a; (12)
fn+0 _ 9fn+1 4 (1 76)]['71 (13)

Dessa forma, o funcional de minimos quadrados obtido é dado por:

1 n+l _ . n
Jalanvn) = K% + Odivg ™ + (1 — O)divel — 0" + (1 — 6) ™,

nt+l _ . n
s pdiva !+ (1= O)divay — 0/ + (1 - 6) f") +

+ (Kot gt kvt gt )] (14)

Observamos que para # = 0.5 obtemos um esquema do tipo Crank Nicolson e para § = 1.0,

um esquema totalmente implicito. A minimizacao do funcional (14) em relagao a vjt! e

a qZ“ conduz ao seguinte problema variacional:
Problema Vsp,: Paran = 0,1,..., N — 1, encontrar (pp, up), € Vi X Uy, onde V, C Ve
U, C U, tal que:

B3n{(ph7 uh)7u (qh7 Uh)n} = LSn(qln Uh)n
onde

up ™! . Lot : 1
Bl’m{(pha uh)rm (qh, Uh)n} = <E + edlvaJr 5 715 + edlquJr > +

+ (kVu "+ pp RV + i)

u? 1}n+1
L (Qn, vn)n = (th + (1 = O)divpy + 0" + (1 —0) f", h—f + ediqu;*l) +
Para esta formulacao também acrescentamos a condic¢ao de irrotacionalidade do fluxo no
tempo t,4. Dessa forma, o novo funcional de minimos quadrados, definido utilizando-se
a aproximacao

rotq) ™’ = Orotq) ! + (1 — 0)rotq)
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¢é dado por:
— 1 )
Jg(qh, ?/'h) = Jg(qh, 7}h) + 5 / (91‘0tq2+1 + (1 — 9)1‘0tq;§)2 d) (15)
Q

O problema variacional resultante da minimizagdo do funcional (15) com relagio a UZ+1
e a p;™! é entdo, dado por:
Problema Vs,: Paran = 0,1,...,N — 1 encontrar (P, un)n € Vi x Wy, onde Vj, C Ve
W, C W, tal que:

Bau{ (Pry un)ns (hs Vi)n} = Lan(dn, vn)n
onde

n+1 n+1)

Bio{(Ph, wn)n, (An, 0n)n} = Ban{(Phs un)ns (Ans v)n} + (frotp™ ™!, frotq

ZSn(qh-, Uh)n = L37L(qh~, Uh)n - ((1 - 9)r0tpn7 HTthnJrl)

2.3 Formulagao -Minimos Quadrados

Para essa formulacdo, que apresenta excelentes caracteristicas de estabilidade, todo o
sistema estd descrito no tempo f,.9 € a equagdo constitutiva é que é ponderada por
um fator @ para interpolar o fluxo entre os tempos t, e t,,1. Dessa forma, definimos o
problema P; como:

Problema Py: Paran = 1,2,..,. N —1e 6 € (0,1] e para um dado campo escalar f,
encontrar os campos p e u que satisfagam a:

un+1 —u"

A7 +divp™? = P em Q (16)

pn+9 _ _kvun+6

O funcional de minimos quadrados para este sistema de equagoes é dado por:

1 ,Un-H — " ) ,Un-H — " ) " N
L (e s o)
(kvvn+9 + q7H*07 kvvn+0 + qn+9)} (17)

Substituindo v e q por suas aproximagoes vy, e q; respectivamente e definindo:
W = 0upt + (1 - O)uj (18)

temos o seguinte funcional de minimos quadrados:

n+1 n o+l 2T

1 v - v n Up - v n n
Jan(vn, qn) = 5 Khih 1V qzw —f +97 thh 1+ V- qj+0 —f +0> +
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+ (k (6Vopr™ + (1 - 0)Vop) + Q. k OVt 4+ (1= 6)Vop) + ”*9)] (19)

Podemos dizer que para # = 0.5 temos “indiretamente” uma formulagao de Crank-
Nicolson e para § = 1. a formulacao totalmente implicita. A minimizagao do funcional
Jun com relacdo a v"“ e qZ*‘g nos fornece o seguinte problema:

Problema Vy,: Paran = 0,1,..., N — 1 encontrar (py,un) € Vi, X Wy, onde V,, C V e
W, C W, tal que:

Buin{(Ph, ub)n, (A Va)n} = Lan(Qn, Ua)n

onde
UZ-H o Un+1 o
B4n{(ph: uh)n7 (qh: Uh)n} = ( At v qz ) At + v pn >

(kevurH—l n+9 kevvn+1+qn+0)

n+1
— n+60 U n+6
Lot o) = (5 + 740 90 -
(1 = 0)kVuy, 0kVopt' + ppt?) (20)

Podemos observar que o fluxo é determinado em uma malha alternada no tempo, e caso
haja necessidade de se encontrar o valor de pj. este pode ser obtido por pés-processamento

interpolando-se os valores entre p”+9 Le p”+9. Para essa formulagdo, a equagdo de

irrotacionalidade é incluida no tempo t,.9, ou seja:

- 1
J4n(qh~, Uh) = J4n(qh7 Uh) + 5 /(rthn+6) ds) (21)
Q

O problema resultante da minimiza¢ao de (21) com relagdo a U,”“ e q}j*e

Problema Vy,: Paran = 0,1,.... N — 1 encontrar (pp,us)n, € Vi x Wy, onde Vj, C V e
Wy C W, tal que:

Eéln{(pha U/}L)’Il7 (qha Uh)n} = L4n(qh7 Uh)n

onde

Ban{ (P un)ns (@i, v3)n} = Ban{ (Phs ) (s va)n} + (Orotp™, rotq™?)

com Ly, conforme anteriormente definido.
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Fiuxo L2 ——
Fluxo H(div) -
> grad Fluxo L2
E Temp. L2

. x . gadTempL2 - s
z 3 3 3
g g ~—
4 -4 FluxoL2 —— -
Fluxo H(div) - o
grad FIuxo L2 - [
5 5 Temp.L2 o
gred Temp L2 --=---
6 -6
08 1 12 14 16 18 2 08 1 12 14 16 18 2
- log(h) log(h)

FluxoL2 ——

Fluxo H(div) -

2 gred FIxo L2 - -2
Temp.L2 ~5

gred TempL2 ==~

log(erro)
&

log(erro)
&

08 1 12 14 16 18 2 o8 1 12 14 16 18 2
-log(h) - log(h)

(a) (b)

Figura 2: Formulagao ponderada (a) Formulagao sem rotacional; (b) Formulagao com rotacional

3 RESULTADOS NUMERICOS

Consideramos aqui como exemplo numérico um problema num dominio [0, 1] x [0, 1] cuja
solucdo exata é u = e’k’ersemmsenﬂ'y utilizado para testar a convergéncia das formulagGes
propostas. Foram utilizados elementos isoparamétricos bilineares com interpolagao de
igual ordem (I = k = 1) e malhas de 8 x 8, 16 x 16, 32 x 32 ¢ 64 x 64 elementos ¢
At = Ax.

Nas figuras que se segiem apresentamos os erros para a variavel escalar nas normas de L?
e na norma do gradiente e para o fluxo os erros nas normas de L?, na norma do gradiente
e na norma de H(div) definida por (3). Na Figura 1 apresentamos resultados das taxas
de convergéncia para a formulagio totalmente implicita ( = 1) em ¢ = 5 e na Figura
2 resultados da formulagdo ponderada (§ = 0.5) com e sem a inclusdo da condi¢do de
irrotacionalidade do fluxo. Na Figura 3 comparamos as taxas de convergéncia obtidas
com a formulagao f-minimos quadrados para o problema aqui considerado.

Podemos observar que mesmo para o problema transiente o método converge quando
aproximamos u e p com interpolacoes de igual ordem, e que a inclusao da condigao de
irrotacionalidade, assim como ocorre no caso estacionario também nestes casos, melhora
as taxas de convergéncia para o fluxo.
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Fuxol2 —— : - Fluol2 ——
. Fluxo H(div) - 25 i Fluxo H(div) —=— |
25 b grad Fluxo L2 P grad Fluxo L2
e Temp.L2 [~ Temp.L2 =
grad Temp. L2 - 3 . grad Temp, L2~ 1
3 s
-35 >~
5 35 T 4
& &
i 8 45
S 5
45 e
55
5 .
55 65
08 1 12 14 16 18 2 0.8 1 12 14 16 18 2
Jogh -logh

(@) (b)
Figura 3: Formulagao §-minimos quadrados (a) Formulagdo sem rotacional; (b) Formulacdo com rota-
cional

4 CONCLUSOES

A formulagdo de minimos quadrados é uma alternativa quando se necessita trabalhar
com formulagdes mistas. Neste caso, tanto para o problema estacionario, quanto para o
transiente nao hé necessidade de compatibilidade entre os espagos de aproximacao das
varidveis escalar e vetorial, podendo acomodar interpolacgoes de igual ordem. As for-
mulagdes propostas mostraram-se convergentes, e constatamos, nos casos analisados, que
tanto no problema estacionario quanto no problema transiente a inclusao da parcela devida
a irrotacionalidade do fluxo nao altera o nimero de incégnitas do problema discretizado,
melhorando as taxas de convergéncia para essa variavel.

A formulagao ponderada, onde a equacao evolutiva esté aproximada no tempo t,,9, com
6 = 0.5 apresenta resultados mais precisos que a formulagao totalmente implicita, embora
esta ultima apresente excelentes caracteristicas de estabilidade.
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