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Resumen. Se presenta un modelo de ajuste para el perfil radial de velocidades axiales en una
tuberia, basado en el desarrollo en una serie finita de funciones polinomicas e hiperbolicas
en la coordenada radial. Este modelo ha sido contrastado con resultados experimentales y
analiticos. Los ajustes resultan satisfactorios para modelar tanto flujos transitorios como
estacionarios, ya sean en régimen laminar como en régimen turbulento, y particularmente
para evaluar la tension de corte instantanea en la pared, y por lo tanto la friccion, bajo
condiciones no estacionarias. Ademds del valor intrinseco que este ajuste propuesto pudiera
tener, el objetivo principal de su desarrollo es continuar el perfeccionamiento de un esquema
numeérico general para transitorios en tuberias presentado por los autores en trabajos
anteriores*>.

Abstract. A4 finite series composed of polynomic and hiperbolic terms is proposed as a fit for
the radial profiles of axial velocities in pipe flows. Comparisons against experimental and
numerical results from other authors prove the proposed fit to be a more-than-reasonable
approximation for steady or transient and for laminar or turbulent flows. It is particularly
adequate for evaluating transient wall shear stresses, and consequently, for evaluating
transient friction losses. Besides the value these results may have on its own, the proposed fit
is mainly intended to further improve a general numerical scheme for pressure transients in
pipe flows presented by the authors in previous papers™.
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1 INTRODUCCION

Si bien la resolucion de problemas fluidodindmicos admite en muchas oportunidades el
empleo de modelos muy simplificados, una sobresimplificacion puede conducir a pobres
resultados, e inclusive a resultados totalmente refiidos con los observados experimentalmente.

Un ejemplo conocido es el caso de la deficiente representacion de los perfiles radiales de
velocidad axial de fluido durante transitorios de ondas de presion en tuberias. La
modelizacion inadecuada del alejamiento de estos perfiles con respecto a los correspondientes
al flujo estacionario (alejamiento conocido como efecto Richardson) generado por los
gradientes alternados de presion, conduce a importantes discrepancias en el calculo de la
tension viscosa sobre la pared interna de la tuberia, tanto en el régimen laminar como en el
turbulento.

En un trabajo anterior, fue presentado un modelo de ajuste de perfiles radiales de
velocidades axiales para flujo laminar transitorio en conductos basado en una serie de
potencias en la coordenada radial. En el presente trabajo, se pretende extender este modelo
para poder representar adecuadamente estos perfiles tanto en flujos tubulares estacionarios
turbulentos como en flujos inicialmente en reposo y que se ponen en movimiento debido a la
llegada de ondas de presion generadas en otro sector de la tuberia.

La adecuada representacion de los perfiles de velocidad no resulta solamente de interés en
los regimenes transitorios, sino que también puede resultar de utilidad bajo condiciones
estacionarias, en particular en el régimen turbulento. Mas especificamente, un modelo simple
pero mas preciso que la tipica ley de la potencia 1/n(Re) de Nikuradse' es necesario para una
adecuada representacion de las condiciones estacionarias iniciales para un problema de golpe
de ariete en régimen turbulento, dado que el modelo de potencias realiza una muy mala
representacion de la tension viscosa sobre la pared.

La idea general detras del modelo propuesto es mantener la posibilidad de simular este tipo
de problemas fluidodindmicos como si fueran unidimensionales, pero incorporando mayor
informacion sobre la forma del perfil (supuesto bidimensional y con simetria de revolucion), y
por ende, acerca de las tensiones actuantes. Esto se lleva a cabo con la inclusion de incognitas
adicionales (velocidades de mayor orden a la denominada velocidad media del flujo) para las
cuales se requiere de la aplicacion de ecuaciones de gobierno adicionales, las cuales
afortunadamente son facilmente obtenibles y resolubles, como se demuestra en 2’3._

Se compararan en este trabajo los resultados obtenidos para los perfiles de velocidad y la
tension de corte en la pared, seglin sean los casos, con resultados analiticos (flujo tubular con
gradientes alternativos senoidales), con aproximaciones numéricos, con resultados
provenientes de otros ajustes (como por ejemplo, para la representacion instantanea de la
tension en la pared), como asi también a resultados experimentales referidos a problemas de
golpe de ariete, tanto en régimen laminar como en régimen turbulento, y a perfiles de
velocidades medias turbulentas también obtenidos empiricamente.
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2 CONSIDERACIONES GENERALES

2.1 Aproximacion del perfil de velocidades

En trabajos anteriores>>, y con la finalidad de lograr una mejor representacion de la tension
de corte sobre la pared interna de la tuberia bajo condiciones no estacionarias se recurri6 a una
representacion mas realista del perfil radial instantaneo de velocid axiales, el cual variaba, en
el caso mas general, con la coordenada radial r, la posicion longitudinal a lo largo del eje de la
tuberia, z, y eventualmente, con el tiempo, t.

Para aproximar la variacion radial del perfil de velocidad axial en una tuberia de radio
interno constante, R, se propusieron en > diferentes alternativas de ajuste mediante funciones
en la coordenada radial adimensional f=r/R tal que presenten pendiente nula (es decir,
tension cortante nula) en el eje de la tuberia, o sea en T =0, y que verifiquen la condicion de
no deslizamiento (velocidad relativa nula) sobre la pared interna de la tuberia, que corr-
espondea r=1.

Una de dichas propuestas fue la aproximacion exclusivamente polindmica, donde el perfil
de velocidades aproximado, V(f,z,t), presentaba el siguiente desarrollo,

vtz )=V, 2, ) =Y a,(z Df; () (1)

jel
f(H)=01-1) Vjz2 )

siendo {J} un conjunto discreto -y en general reducido- de niimeros naturales, representativo
de las potencias propuestas para la serie, {I}={j|je N}, donde j = 2 siempre se encuentra

presente dado que representa la contribucion del término (1—%°) proveniente del perfil de
velocidad estacionario en régimen laminar (flujo de Hagen-Poiseuille). Notese que las
funciones f; son adimensionales, siendo0<f, <1, y que es necesario determinar los

coeficientes a; en cada posicion axial e instante de tiempo para la determinacion del perfil
local de velocidades.

Este tipo de representacion ha mostrado ser de utilidad en problemas tipo golpe de ariete en
régimen laminar’. Sin embargo, tanto para la representacion de perfiles turbulentos
estacionarios como en problemas de golpe de ariete en régimen turbulento, las caracteristicas
propias del perfil (mas plano hacia el centro de la tuberia y de gran pendiente hacia la pared
del tubo), hacian infructuosa la aproximacion puramente polinomica dado que resultaba un
perfil aproximado con demasiadas ondulaciones no-realistas en la direccion radial y con una
subvaluada tension de corte en la pared.

Por esta razon fue necesario adicionar al desarrollo en serie (1) una funcioén adimensional
que se ajuste al comportamiento -en régimen turbulento- del perfil de velocidades medias
temporales y de su pendiente en la pared (por estar asociada a la tension de corte), tanto para
la condicion de régimen permanente como durante los transitorios.
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Asi, la aproximacion del perfil de velocidades (instantaneas para régimen laminar y medias
temporales en régimen turbulento) continuaba teniendo el mismo desarrollo en serie
representado en (1), pero incorporaba la funcién adimensional de tipo exponencial®

f (f) _ (l _ e—(l—fz)/d )/(1 _ e—l/d) 3)

con lo cual el conjunto {J} adicionaba el elemento j = 1.

Anéalogamente a las funciones f;, se cumple para esta funcion adicional que0 < f, <1, que
fi(1)= 0y que (df, /df)._, =f,(0)=0. Por otra parte, lim, ,_f,(f) =f,(f) = (1-1"). Con esta
aproximacion, se incorpord una nueva incognita, el parametro d, a las dim{J} incognitas
aj(z,t).

2.2 Determinacion de los coeficientes a; y d

Con la finalidad de calcular las incognitas presentes en la expansion del perfil aproximado
de velocidades, previamente se definen las siguientes velocidades de orden i

_ S L 1 . 4
V, =Vi(z0= [z dA/jr' dA =ij'*'df/j B = (i +2)[ V(R 2, 0F " df @
A A 0 0 0

donde i =0, 1, 2, ..., dim{J}-1. Para i = 0, V,(z,t)=V(zt), de modo que la "velocidad de
orden 0" resulta, dentro de la precision de la aproximacion propuesta (1), coincidente con la
definicion de la velocidad media local del flujo.
Definido el conjunto {J}, los coeficientes aj(z,t) se determinan, como funciones de las
velocidades V;, mediante el reemplazo de la ecuacion (1) en la expresion (4), resultando
(565 ()3 )
Vi(z.0) = (i+2) [z )" df = Y Gya,(z1)
0

jel
donde la matriz Gij se define como

1 6
Gy =GA+2[f,®HF"d  jelly ©

El parametro d se determina mediante la condicion por la cual se verifica adicionalmente el
valor de la tension de corte en la pared (o, analogamente, el correspondiente coeficiente de
friccién) para la condicion de régimen estacionario, el cual -en el caso de una tuberia lisa-
resulta solamente funcion del nimero de Re, = 2VR /v, con lo cual d = d(Rey).

Como siguiente paso, los coeficientes a; pueden ser evaluados mediante el conocimiento de
las velocidades V;,

dim(J)-1 7
a(zt)= EG; V,(z,1) M
i=0
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y finalmente la expresion aproximada del perfil de velocidades resulta

W= S [z G, (f)} V,(2,1)

i=0 | jeJ

®)

A partir de la expresion (8), y considerando que el fluido circulante es newtoniano, se
puede determinar la expresion de la tension de corte sobre la pared, Ty, resultando

_ _gdirf—l[z Gj,i] fj'(l):| Vi(z,t)

i=0 | jeJ

oV 9
(@)= _% az

=1

donde p es la viscosidad absoluta del fluido. Segln (9), T no sélo resulta una funcion de la
velocidad media del flujo (como lo considera el modelo denominado cuasiestacionario), sino
también de velocidades de orden i > 0.

2.3 Funciones aproximantes adicionales

Con el objeto de continuar la mejora en la representacion del perfil de velocidades, se
ensayaron nuevas funciones. Las funciones que mejores resultados mostraron fueron las que
incorporaban funciones hiperbolicas, proponiéndose las siguientes

f,(f) =sech[C(1-1)/f] tgh[C(1-)/F]  0<i<1 (j=0)

(10)
(%) = tghld (1 - 2 )] tgnld] 0<i<1 (=1

Asi, {J} =10, 1, 2, ny, n, n3, ...}, siendo {n,

La Figura 1(a) muestra el comportamiento de las funciones tgh(x) y sech(x).tgh(x), la
primera de las cuales se caracteriza por un comportamiento uniforme para x > 4, presentando
una pendiente positiva para x = 0. Por otra parte, la funcién f, tiene un comportamiento
asimilable al visualizado en el efecto Richardson, razén por la cual seria util para la
modelacion de transitorios con presencia de gradientes de presion alternativos. En este caso, el
parametro C definira la posicion del maximo local de la funcioén fy, y su calculo se definira en
la seccion 4 (CASO 2).

En particular, la Figura 1(b) muestra el comportamiento de la funcion f; para diversos
valores del parametro d. Ahora, lim,_,f,(f)=f,(f)=(1-%"). Nuevamente, resulta d =

n,;eENAD; >2}.

d(Rey) a través de la definicion de las pendientes de las funciones aproximantes en la pared,
de manera de verificar un determinado coeficiente de friccion de Darcy, f = f(Rey), para un
flujo en condicion estacionaria.

f,()=—C  f,(1)=—-2d/tgh(d) f)=-j Vj=2

f=f 0= _ 16 8\: siendo j="=X (1n
Re, | ot - vV, V
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funciones hiperbdlicas fy= (gh[d(W-rz)]/tgh(d)

4| sechix) ' ' tghx) ' 1

0.8 0.8

0.6

R

04 \\— 0.4
Zech(x}.tgn(x)“fx ' ' ' '
0 0
0 1 2 3 4 5 6 0
X
Figura 1(a): Funciones hiperbdlicas Figura 1(b): f; = f;(1/R,d)

Las ventajas de la utilizacion de estas dos Ultimas funciones (10) -ya sea sumadas o
individualmente-, conjuntamente con las expresiones polinémicas (2), se mostrara en las
secciones siguientes, donde se analizaran los siguientes casos:

Caso 1: ajuste de perfiles estacionarios turbulentos

Caso 2: ajuste de perfiles oscilatorios laminares

Caso 3: problemas de golpe de ariete (para regimenes laminar y turbulento)

3 CASO 1: FLUJO TURBULENTO ESTACIONARIO

3.1 Determinacion de las velocidades V;y del parametro d

A partir de la integraciéon numérica de los perfiles de velocidades medias temporales v(r),
en régimen permanente, obtenidos numéricamente mediante la aplicacion de la longitud de
mezcla de Prandtl y la correccién de van Driest en proximidad de la pared*, la cual incorpora
la informacion del valor de la tensién de corte en la pared, T, =7, (Re), se determinan,

mediante la siguiente ecuacion
L _ (12
V, =@+ 2)[ VD)t di )
0
los valores de las relaciones (Vi/Vy) como funciones del niimero de Reynolds, Re =2V ,R/v,

donde V, representa la velocidad media del flujo (en la seccién), V, =V, y v es la viscosidad

cinematica del fluido newtoniano. Las Figuras 2(a) y 2(b) muestran dichas variaciones, asi
como los ajustes obtenidos mediante polinomios de orden 6, funciones del tipo

V,/V, =b, +b,x+b,x> +b,x* +b,x* +b,x’ +b,x’*  x=log, (Re) (13)

cuyos coeficientes se presentan en la Tabla 1 para 1 <i<4.
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perfiles turbulentos calculados con long.mezcla Prandtl + van Driest Ajuste con polinomios de grado 6
1.4
\ 14103 <Re < 4.10%
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Figura 2(a): Vi/Vo y Umax/Vo como funciones del nimero de Reynolds - 2(b) Ajustes polindmicos

Tabla 1: coeficientes de las funciones Vi/Vo (Re), 1 £i<4

Ec.(13) | bex10® bsx10 b, b, b, b, bo

Vi/Vo | -1,900206 | 0,5860546 | -0,748062 | 5,063206 | -19,19564 | 38,74080 | -31,67184
Va/Vo | -3,148069 | 0,9699282 | -1,235101 | 8,345871 | -31,59600 | 63,70874 | -52,73110
Vi/Vo | -4,003141 | 1,230144 | -1,564295 | 10,54877 | -39,86137 | 80,26081 | -66,65901
Vi/Vo | 4,609692 | 1,413523 | -1,793413 | 12,06576 | -45,49288 | 91,43241 | -76,00527

Para el célculo del pardmetro d = d(Re) de la funciéon f, = tghld(l -1 )l/ tgh(d), se adoptd
un modelo (denominado B) correspondiente al conjunto {J} = {1,2,3,4,5}, donde se
verificaron, para Re > 4.000, los valores de Vi/V, (i = 0, 1, 2, 3, 4) y del coeficiente de
friccion de Darcy, f = f(Re,e/D). Este coeficiente fue aproximado, para el presente régimen
turbulento, mediante la ley de ajuste propuesta por Haaland’ (1983), la cual es de caracter
explicito

£72 =18 log, [6.9/Re+ (£/3,7D) "] (14)

y dado que en estos ejemplos se han considerado tuberias lisas, entonces € = 0.

Planteado el sistema de 6 ecuaciones para las 5 incognitas a; y para la incognita d, el cual
fue resuelto iterativamente mediante la aplicacion del método de la regula falsi, se establecid
una ley de ajuste para la relacion d vs. Re, de la forma

log,,(d) = log,,(d,,, ) = 0.83154-1og,, (Re) — 2.20949 (15)
La relacion funcional d(Re) que fuera obtenida mediante el proceso iterativo anteriormente
indicado y su correlato dgprox(Re), asi como también estas mismas relaciones en escala

logaritmica, se grafican en las Figuras 3(a) y 3(b), respectivamente, mostrando ambas un
ajuste satisfactorio, dado que practicamente se superponen.
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5.200 < Re < 1.643.000

5.200 < Re < 1.643.000

6.5
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log10(Re)

{1,2,3,4,5}

Figure 3: d(Re) y ley de ajuste daprox(Re), (escalas normal y logaritmica) segiin modelo B, {J}

8.000 < Re < 1.000.000

vr)/Uo

{1,2,3,4,5}

Figure 4: Perfiles turbulentos estacionarios obtenidos mediante el modelo B, {J}

500,000 - modelo 8 - (o) experimental (Laufer)

Ro=

50.000 - modelo B - (o) experimental (Lauer)

Re=

Ro = 5.300 - modelo B - (o) experimental (Eggels ot al.)

UM,

o

UM

Figuras 5: Comparacién con experimentos, Re = 5.300 (Eggels ef al.)’, Re = 50.000 y 500.000 (Laufer)®
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En la Figura 4 se representan varios perfiles de velocidades adimensionalizados con la
velocidad media Vj, (8.000 < Re < 1.000.000) originados mediante el modelo B. Por otra
parte, y con el objeto de mostrar la bondad de los ajustes, en las Figuras 5 se comparan los
resultados numéricos obtenidos para tres ntimeros de Reynolds (5.300, 50.000 y 500.000) con
los perfiles de velocidad obtenidos experimentalmente, presentados por Eggels et al’ y
Laufer®. En esta ultima figura, los perfiles de velocidad estin adimensionalizados con los
respectivos valores de maxima velocidad en el centro de la tuberia. Los resultados observados
de estos ajustes pueden calificarse como satisfactorios.

4 CASO 2: FLUJO LAMINAR OSCILANTE

4.1 Ecuaciones de gobierno

Considerando la solucion de la ecuacion de Navier-Stokes para el flujo laminar axial de un
fluido newtoniano de densidad p y viscosidad absoluta L constantes, en una tuberia horizontal
de radio R uniforme, debido a la presencia de variaciones periodicas de presion del tipo

dlz_pKeimt (=1 (16)
dx

resulta la siguiente expresion del perfil de velocidades oscilatorio’,

u(r,t) = e 1 1o/ v) (17)
Ve | RY=iey)

donde Jj es la funcion de Bessel de primer tipo de orden 0 y v es la viscosidad cinematica del
fluido, v = wp.
Introduciendo la relacion adimensional, denominada nimero de Reynolds cinético’,

@*=woR*/v (18)

. ., . . 8
se verifica que para elevados valores de w*, la expresion (17) puede aproximarse mediante

/ / (19)
u(r,t) = Ij[sen(cot) - \/E exp[— %(R —-r) Jsen((ﬂt — %(R )] II
r

ecuacion que, mediante el empleo de las variables adimensionales,
f=r/R G=u/(KR/4v) (20)
se escribe en la forma’

-B 21
u(t,t) = :[sen(mt) - e—Asen(a)t - B)] @D

NG

donde
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B = B(f,0%) = (1-1)/w*/2 (22)

El perfil de velocidades resultante muestra una zona donde la velocidad se incrementa con
respecto al valor de la velocidad en el eje de la tuberia, caracteristica denominada efecto
Richardson, correspondiendo un incremento maximo cuando B = 2,284 T

Dado que la funcion

f, (x) = sech(x) tgh(x) con x=C(I-1)/f 0<t<1 (23)
presenta un maximo cuando x = x* = 0,8813736, siendo fyo(x*) = 1/2, y sabiendo que
t=1-By2/w* 24)
entonces, si B=B* = 2,284, resulta
x*=C(1-1%)/#*=0,8813736 y i*=1-2284/2/0* = C=C(a") (25)

De este modo, la funcion

-1 —71 £ 26
£, () = sech| C 120 | gn| o 121 0<i<1 ¢z O8813736rF (26)
T T (1-1%)

representa un término adicional que intenta contribuir al ajuste del perfil de velocidades, y en
particular a la representacion del efecto Richardson originado por la presencia de un gradiente
de presiones oscilatorio.

4.2 Ejemplo

Considerando un fluido newtoniano que oscila con un elevado numero de Reynolds
cinético (@* > 50), se propone entonces la aproximacion del tipo
dim(J)-1 (27)
V(faz’t) = z ZG;lfJ(f-) Vi (Zat) {J} = {07 2) }
i=0 jel
A manera de ejemplo de comprobacion de la bondad del ajuste, se propone el conjunto
{I} = {0,2,3,4,5} y se lo compara con aproximaciones puramente polinémicas y con los
resultados analiticos aproximados (19), determinando las velocidades de orden i a partir de

1 2
V, =(i+2)[a() i di (28)

El conjunto de figuras incluidas bajo la denominacion genérica de Figuras 6, muestra las
representaciones de los perfiles v(1,t)/U, , (f=0); T<t<t+T (durante un periodo de
oscilacion, T) siendo w* = 235, r* = 0,79 y C = 3,3. La figura 6(a) representa la solucion
analitica aproximada (19), la 6(b) corresponde a un ajuste exclusivamente polindmico de un
numero reducido de bajas potencias: {J} = {2,3,4,5}, asimismo para 6(c), si bien incluye
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potencias mas elevadas: {J} = {2,6,10,12}, y también para 6(d), donde el conjunto de
potencias incorpora los valores de 2 a 11 inclusive. Como se observa, y dada la configuracion
particular de los perfiles -con una porcioén uniforme- la mejor representacion de los perfiles
transitorios corresponde al modelo "3", el cual incluye muchas potencias y en particular varias
elevadas, y la mas deficiente al modelo "1". Sin embargo, la incorporacion de una gran
cantidad de potencias altas es un procedimiento riesgoso, dado que también puede dar lugar a
perfiles con importantes oscilaciones locales como las mostradas por el modelo "1".
Alternativamente, la sola incorporacion de la funcion fj al conjunto del modelo "1" mejora
notablemente la representacion de los perfiles de velocidad, como se observa en la figura 6(d)
que representa los resultados del modelo "4", el cual estd definido solamente por el conjunto
{J} ={0,2,3,4,5}.

Por otra parte, también pueden compararse los resultados de la variacion de la tension
cortante en la pared del tubo durante un ciclo completo. A tal efecto, se incluyen dos modelos
adicionales, uno es el denominado modelo cuasiestacionario, el cual considera que la tension
de corte en la pared solamente es funcion de la velocidad media instantanea del flujo, y que
para un régimen laminar se expresa como

T, (1) =4uV(t)/R, (29)
siendo la otra propuesta la adoptada por Schaaf y Abbrecht’, representada por

_ AV 30
rw<t>=‘;—“va>+%(ﬁ—1)%—\:, (30)

donde se establece que la tension en la pared depende asimismo de la variacion temporal de la
velocidad media. La expresion (30) esta restringida a variaciones de baja frecuencia, y el
coeficiente B es asumido igual a 4/3 °.

En la Figura 7 se muestran los resultados provenientes de los diferentes modelos de ajuste
y los resultados analiticos para la variacion de la tension de corte sobre la pared interna de la
tuberia, durante un ciclo completo, siendo w* = 235. Dicha variacion temporal se ha
adimensionalizado con el maximo valor positivo (analitico) alcanzado por la tension. En estos
graficos se observa la gran discrepancia presentada por el modelo cuasiestacionario (tanto en
modulo de la tension como en su fase).

Lo mismo puede argumentarse del modelo utilizado por Schaaf y Abbrecht, si bien, en este
caso, las discrepancias en los valores del médulo de la tension cortante -pero no en la fase de
los mismos- podrian reducirse con un adecuado ajuste del coeficiente [3.

Por otra parte, son justamente los modelos "2", "3" y "4" los que mejor se ajustan a los
resultados analiticos aproximados, si bien en el caso del modelo "4" la representacion del
perfil no resultd tan satisfactorio como las correspondientes a los modelos "2" y "3". En
particular, y para este ejemplo, el modelo exclusivamente polindmico "3" representa un ajuste
practicamente coincidente con los analiticos, tanto en moédulo como en fase.
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Figuras 6: Solucion analitica y aproximaciones, nimero de Reynolds cinético o* = 235
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Tension cortante en la pared

Schaaf & Abbrecht « " modelo "3" '

' + exacto' ! ! ! \
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
T

Figura 7: Comparacion entre modelos y resultados analiticos” para la variacion de la tension de corte sobre la
pared interna de la tuberia, adimensionalizada, durante un ciclo completo, siendo w* = 235.

5 CASO 3: GOLPE DE ARIETE

5.1 Variables y parametros adimensionales

Siguiendo el analisis presentado en un trabajo anterior’, las ecuaciones adimensionales para
el golpe de ariete dependen de los siguientes grupos adimensionales,

Re, =2V,R/v; Ma,=V,/a; Fr,=V,/gR; L=L/R @31
representando, respectivamente a los numeros de Reynolds, Mach y Froude basados en la

velocidad media del flujo en régimen permanente, V, , y a la razon entre la longitud y el radio

de la tuberia. A su vez, v representa la viscosidad cinematica del fluido, a la velocidad del
sonido en la tuberia y g la aceleracion de la gravedad.
Por otra parte, se definen las siguientes variables adimensionales, tanto las independientes,

r=r1/R; 7=z/L; t=t/L/a) (32)
como las dependientes
a. N X n 33
V= A= Aol g P sl T g Me g S 33)
Vv, V, R paVv, pav, paR aV,/L

para la velocidad, los coeficientes de la aproximacion del perfil de velocidad, la altura del
fluido en el tanque, la presion estatica, la tension viscosa, la viscosidad efectiva (molecular +
de torbellino) y los términos fuente (viscosos), respectivamente.

Los términos fuente adimensionales resultan3, siendo i =0,1,2,..,dim{J}-1,
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(34

H)

N :tj i, ”dA/jf :ﬁj i, idf/jf”‘df:(i+2)_l[ I,
A r 0 0 0

A

5.2 Ecuaciones de gobierno

Asumiendo validos los siguientes supuestos: a) tuberia rigida, de radio constante y
dispuesta horizontalmente, b) flujo puramente axial, ¢) presion constante sobre la seccion de
tuberia, d) velocidad del flujo despreciable frente a la velocidad del sonido en el medio, y ¢)
tensiones viscosas normales despreciables, las ecuaciones de gobierno se reducen al siguiente
sistema hiperbodlico de ecuaciones diferenciales para la presion estatica p(z,t), y velocidades
Vi(z,t), las cuales, adimensionalizadas, se expresan a lo largo de las direcciones caracteristicas

dV() +i?:§0 i%=+1
dt  di dt
v, _db_g, Z_ i=1,2,..dim{J}-1 (35
Cdi dt ((113
v, AV, . & @ _ .
S+ —2=§ -§ F =t
| dt a7 dt

Ademas de la habituales condiciones iniciales y de contorno para la presion y la velocidad
media en un problema de golpe de ariete con un modelo de friccion cuasiestacionaria para la
representacion del término viscoso, se adicionan en los presentes modelos condiciones
iniciales sobre las velocidades V;, cuyos valores dependen del régimen del flujo. Si el régimen
estacionario inicial es laminar, el perfil de velocidad esta representado por el perfil parabdlico
de Hagen-Poiseuille, ¥ = 2(1—f ), y V./V,=4/(4+1) para i = 0, independientemente del

Rep. Si el régimen estacionario establecido previo al cierre de la valvula es turbulento, las
condiciones iniciales para V;/V, resultan funciones del Rey, y en tal caso se utilizan las

aproximaciones establecidas en la seccion 3.1.

5.3 Analisis de resultados

Para la resolucion del sistema (35) se ha considerado una configuracion tanque-tuberia-
valvula de cierre instantaneo. Resultados para diferentes numeros de Reynolds son
presentados en las Figuras 8 a 11. En todos los casos se presentan los perfiles de velocidad
aproximados, para un instante At previo al pasaje de la onda de presion, y en el instante At
posterior a dicho pasaje, ambos en la estacion z = L/2 de la tuberia. Asimismo, se muestran las
distribuciones de la tension de corte en la pared en z = L/2 (adimensionalizadas con el valor
correspondiente al régimen estacionario inicial), tanto para el modelo cuasiestacionario

%0 =Ty /paV, =f(Re,e/D)Ma, /8 (36)

como para las distribuciones resultantes de la aplicacion de un modelo de ajuste determinado.
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Figuras 8: Re = 61.409 - Modelo A - {J} = {0,1,2,3,4,5}
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4 ciclos - modelo B 4 ciclos - modelo B
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Figuras 9: Re = 61.409 - Modelo B - {J} = {1,2,3,4,5}
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3 ciclos - modelo C 3 ciclos - modelo C
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Figuras 10: Re = 128 - Modelo C - {J} = {2,6,10,12}

374



R. A. Prado and A. E. Larreteguy

6 ciclos - modelo D 6 ciclos - modelo D
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Figuras 11: Re = 1.870 - Modelo D - {J} = {0,1,2,3,4}
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Las figuras se completan con las historias de la presion adimensional, tanto en la mitad de
la tuberia como en proximidad de la valvula. Estas representaciones numéricas corresponden a
los modelos cuasiestacionario y de ajuste, y son comparadas con resultados experimentales.

Los resultados correspondientes a las Figuras 8 y 9 lo son para Rey = 61.409, pero para dos
aproximaciones diferentes: los modelos A ({J} = {0,1,2,3,4,5}) y B ({J} = {01,2,3,4,5}). Si
bien los resultados de la variacion temporal de la presion resultan muy semejantes en ambos
modelos, las diferencias estriban en la representacion del efecto Richardson en proximidad de
la pared para los perfiles de velocidad generados luego del paso de la onda de presion. El
modelo A, al introducir la funcion f; con el parametro C,

C=0,88137361*/(1-1*) f*=1-2,284,/8Ma, /(T Re,) (36)

representa de manera mas pronunciada dicho efecto, con lo cual la variacion temporal de la
tension de corte sobre la pared resulta también mas pronunciada. Los resultados
experimentales corresponden a los del denominado zest 2'°, observandose un mejor ajuste de
los modelos A y B en comparacion a los del modelo cuasiestacionario.

Los resultados del flujo laminar a bajo nimero de Reynolds (experiencia de Holmboe y
Rouleau, Rej = 128)11 fueron determinados a partir de un modelo de ajuste exclusivamente
polinémico (modelo C, {J} = {2,6,10,12}). En este caso, la historia de la tension de corte en
la pared es también comparada con la obtenida numéricamente por Vardy y Hwang mediante
una discretizacién con volumenes finitos''. Nuevamente, resultan satisfactorias las
aproximaciones del presente modelo de ajuste, particularmente cuando se las compara con las
pobres performances del modelo cuasiestacionario.

Los tltimos resultados presentados corresponden a un numero de Reynolds laminar
elevado, Rey = 1.870, por lo cual fue conveniente utilizar un modelo que incorpore las
funciones de ajuste fy y fj, optandose por el conjunto {J} = {0,1,2,3,4} como modelo D. Si
bien en este caso las historias de la presion obtenidas no se ajustan tan bien como
anteriormente a las empiricas obtenidas por Bergant et al”, representan un comportamiento
mas aproximado al experimental que el mostrado por el modelo cuasiestacionario.

6 CONCLUSIONES

Se ha presentado un modelo de ajuste para el perfil de velocidades axiales en una tuberia,
basado en el desarrollo de una serie finita de funciones polindmicas e hiperbolicas en la
coordenada radial, generalizando un modelo desarrollado previamente para flujo laminar no
estacionario. Este modelo ha sido contrastado con resultados experimentales y analiticos.

Los ajustes resultan satisfactorios para modelar tanto flujos transitorios como estacionarios,
ya sean en régimen laminar como en régimen turbulento, compartiéndose las ventajas de los
modelos 1D (simplicidad) y 2D (mejor representacion del fenomeno fluidodindmico).

La presente propuesta esta especialmente disefiada para evaluar la friccion bajo condiciones
no estacionarias, reemplazando asi a los modelos cuasiestacionarios de generalmente pobre
desempefio.
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Asimismo, el modelo propuesto podria ser generalizado para simular flujo en canales
bidimensionales, o para la representaciéon de problemas hemodindmicos, en donde la
complejidad del sistema sanguineo conllevaria la necesidad de simplificar al flujo
considerandolo unidimensional. En particular, en este campo se abre la posibilidad de acoplar
simulaciones 1D del sistema circulatorio con modelos 2D o 3D de, por ejemplo, una region
con estenosis u otra situacion no modelable como unidimensional.
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