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Abstract. En este trabajo se consideran dos simulaciones numéricas independientes pa-
ra el flujo del viento alrededor de un veh́ıculo, en dos niveles crecientes de dificultad,
primero un cálculo potencial incompresible y, a continuación, otro viscoso incompresi-
ble. Como una primera estimación consideramos flujo potencial incompresible, resuelto
numéricamente mediante un método de elementos de borde (BEM), de bajo orden, en
régimen estacionario y sin desprendimientos, con un barrido paramétrico en la dirección
del viento. Luego, pasamos a una descripción más detallada, en donde consideramos flujo
viscoso e incompresible, con números de Reynolds relativamente elevados y con posible
separación, resuelto numéricamente con un método de elementos finitos (FEM), de igual
orden para la presión y la velocidad, con la estabilización propuesta por Tezduyar et al..
Para las simulaciones se utiliza procesamiento distribuido en un “cluster Beowulf”, i.e.
una máquina paralela constrúıda con computadoras personales bajo Linux, y han sido es-
critos en: C++/MPI para el código PETSC-FEM 1 y en F90/HPF/MPI para el código
BEM.
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Interfase I 

Subdominio L1 
Subdominio L2 

#

Elemento en el procesador 0
Elemento en el procesador 1
Incognita en el procesador 0
Incognita en el procesador 1

Figura 1: Descomposición de un dominio en subdominios.

1 INTRODUCCION

En el estudio aerodinámico de un veh́ıculo, de calle o de competición, la industria auto-
motriz emplea extensivamente los ensayos en túnel de viento y los ensayos en ruta. Estos
procedimientos tienen la ventaja que estamos frente a una observación experimental di-
recta, pero tienen como inconvenientes el hecho de insumir un gran tiempo de desarrollo,
un esfuerzo laboral importante y un costo relativo considerable.

Debido a estos inconvenientes y gracias al advenimiento de computadoras digitales
cada vez más poderosas, ha crecido el uso de los métodos computacionales para simular,
con diferentes niveles de aproximación, lo que sucede en los ensayos. Aśı, mediante las
técnicas de la dinámica de fluidos computacional (CFD), se pretende estimar, por un lado,
los valores de fuerzas y momentos que son, usualmente, la información que se obtiene en
un túnel de viento y, de esta forma, tener una idea de las fuerzas de resistencia al avance
y de sustentación sobre el veh́ıculo. También es posible estimar la posición del eje central
de presión el cual incide en su estabilidad direccional, debido a su dinámica lateral (giros
en curvas). Además, ofrece la ventaja de entregar otras variables del problema que son
dif́ıciles de medir o registrar en ensayos, por ejemplo, ĺıneas de corriente, desprendimiento
de vórtices o campos de presiones.

El flujo de aire relativo generado por el veh́ıculo crea un campo de presión y su conse-
cuente campo de velocidades, presentando zonas donde el flujo se acelera y otras donde
se frena. Este campo de presión y el gradiente de velocidad resultante dan lugar a fuerzas
aerodinámicas experimentadas por el veh́ıculo las cuales dependen, fundamentalmente, de
su geometŕıa y de su velocidad de avance relativa al viento. Para todo propósito práctico,
el flujo alrededor del veh́ıculo es totalmente turbulento, i.e. Re > 106. Los efectos de
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compresibilidad son insignificantes hasta una velocidad aproximada de 350 Km/h, aśı que
para veh́ıculos de calle el flujo puede ser considerado como prácticamente incompresible.
Por otra parte, dada la gran complejidad de la geometŕıa del flujo involucrado, en este
trabajo la hemos simplificado omitiendo la presencia de accesorios externos, canalizadores
de ventilación y refrigeración, tomas de aire o ruedas. Lo que suele importar a la hora de
introducir modificaciones en el diseño, en primera instancia, es el comportamiento relativo
antes y después de las modificaciones introducidas.

2 FLUJO VISCOSO INCOMPRESIBLE

2.1 Formulación diferencial

Las ecuaciones diferenciales para el balance de la cantidad de movimento (ecuaciones de
Navier-Stokes) y el balance de masa, para un flujo de un fluido viscoso e incompresible,
son

ρ (∂tu+ u · ∇u)−∇ · σ = 0

∇ · u = 0

}
(1)

en Ω× (0, T ), donde Ω es una región tridimensional de flujo, y (0, T ) es un cierto intervalo
finito de tiempo, u = (ux, uy, uz) y ρ son la velocidad y la densidad del fluido, respectiva-
mente, mientras que σ es el tensor de tensiones σ = −pI + 2µeε, donde p es la presión.
Además, µe = ρνe, donde µe y νe son las viscosidades dinámica y cinemáticas efectivas,
respectivamente (que en el caso laminar coincide con la molecular), I es la matriz iden-
tidad y ε = (∇u +∇uT )/2 es el tensor velocidad de deformación. Esta formulación del
continuo se completa con adecuadas condiciones iniciales y de contorno.

2.2 Resolución numérica

La resolución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles dado por la
Ec. 1, la hacemos mediante elementos finitos, con un esquema combinado de derivadas
en contracorriente, en la variante SUPG+PSPG (Streamline Upwind Petrov Galerkin +
Pressure Stabilized Petrov Galerkin) propuesto por Tezduyar et. al2. Este esquema com-
binado se debe a que las ecuaciones de Navier-Stokes para flujos incompresibles presentan
dos dificultades distintivas para su resolución por elementos finitos. En primer lugar, tales
ecuaciones se tornan cada vez mas dominadas por la advección a medida que el número de
Reynolds Re se incrementa. Por otra parte, la condición de incompresibilidad no repre-
senta una ecuación de evolución sino, más bien, una restricción sobre las de Navier-Stokes.
Esto tiene el inconveniente que solo podemos usar algunas combinaciones de los espacios
de interpolación para la velocidad y la presión, a saber, aquellas que satisfacen la deno-
minada condición de Brezzi-Babuska. En la formulación de Tezduyar et.al., la ecuación
de advección es estabilizada agregando un cierto término “SUPG” y, similarmente, se
incluye otro término “PSPG” para estabilizar la ecuación de incompresibilidad. Una vez
que estas ecuaciones “modificadas” son discretizadas en el espacio mediante elementos
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Figura 2: Etapas en el proceso de simulación numérica del flujo viscoso.

finitos, resulta un sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (ODE) en el tiempo t,
cuya solución numérica es hallada mediante un esquema en diferencias finitas retro-Euler.
A su vez, en cada paso de tiempo tk, el sistema de ecuaciones no lineales es resuelto
iterativamente mediante residuos generalizados (GMRES3), con precondicionamiento a la
derecha de Jacobi.

Todo este esquema es implementado en el programa de elementos finitos PETSc-
FEM1,4, orientado principalmente a la resolución numérica de problemas en mecánica
de fluidos con varios campos acoplados (o multi- f́ısica), y está basado en la libreŕıa de
paso de mensajes MPI5 (Message Passing Interface) y en la libreŕıa de cálculo paralelo
cient́ıfico PETSC6 (Portable Extensible Toolkit for Scientific computations). Esta última
nos provee un entorno para programación distribuida, permitiendo diferentes niveles de
inserción del programador con el paralelismo, ya sea desarrollando tareas paralelas (e.g.
alocación de datos, resolución de sistemas) o bien programando expĺıcitamente las mis-
mas. El código PETSC-FEM es ventajoso en su flexibilidad y su capacidad de paralelizar
en forma eficiente todo el proceso de resolución, permitiendo además utilizar diferentes
estrategias para la misma. En la Fig. 2 resumimos las etapas involucradas en todo el
proceso de simulación del caso viscoso.

2.3 El método de descomposición de dominios

Una vez discretizado espacial y temporalmente el operador del continuo obtenemos un
sistema de ecuaciones algebraicas no lineales que debemos resolver en cada paso de tiempo.
En general este tipo de problemas tiene la particularidad de requerir una discretización de
la malla muy refinada, del orden del millón de elementos o más, lo cual no da posibilidad
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de recurrir a métodos directos. Por otro lado, si bien los métodos iterativos han ido
evolucionando en los últimos años de una forma importante, es bien conocida la dificultad
que existe al resolver sistemas que son no simétricos e indefinidos en signo, tal como suele
aparecer en estos problemas de mecánica de fluidos.

Uno de los métodos más referenciados recientemente es el de residuos generalizados
(GMRES), pero es conocido que para lograr buena convergencia se necesita incrementar
la dimensión del subespacio de Krylov a medida que la malla se va refinando. En los
problemas más desafiantes de la actualidad las mallas superan el millón de elementos con
lo cual, por lo anterior, coloca al usuario frente a la necesidad de consumir mucha memoria
RAM con una tasa de convergencia no muy buena, lo cual redunda en un mayor tiempo
de cómputo. En los últimos años, ha habido un gran avance en técnicas que se basan
en la descomposición del dominio en subdominios, con lo cual uno puede confeccionar un
método h́ıbrido (iterativo y directo), en donde parte del problema se resuelve en forma
directa y la parte restante se hace en forma iterativa, con lo cual se espera lograr mejoras
en cuanto a la relación memoria/tasa de convergencia.

Imaginemos una malla como, por ejemplo, la de la Fig. (1), particionada en forma
tal que un cierto número de elementos y nodos pertenezcan al procesador 0 y los otros
al procesador 1. Asumamos que una incógnita está asociada con cada nodo y que no se
imponen condiciones de contorno Dirichlet, de forma tal que a cada nodo le corresponde
una incógnita.

Dividamos las incógnitas nodales en tres subconjuntos disjuntos L1, L2 e I, tal que
los nodos en L1 no están conectados a aquellos en L2 (es decir, que no comparten un
elemento) y, entonces, los elementos de la matriz de elementos finitos Ai,j y Aj,i, con
i ∈ L1 y j ∈ L2 son nulos por lo que la matriz la podemos dividir en los bloques

A =

[
ALL ALI

AIL AII

]
donde ALL =

[
A11 0
0 A22

]
; (2)

y

AIL =
[
AI1 AI2

]
; ALI =

[
A1I

A2I

]
. (3)

Ahora consideramos el sistema de ecuaciones Ax = b, el cual lo dividimos como

ALLxL +ALIxI = bL

AILxL +AIIxI = bI

}
(4)

Eliminemos xL a partir de la primera ecuación y reemplazemos en la segunda, de forma
de obtener una ecuación para xI , es decir,

(AII −AILA
−1
LLALI) xI = bI −AILA

−1
LLbL ; (5)
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introduciendo la matriz y el vector modificados

Ã = AII −AILA
−1
LLALI ;

b̃I = bI −AILA
−1
LL ;

(6)

obtenemos el sistema reducido ÃxI = b̃I . Luego, resolvemos este sistema de ecuaciones
reducido mediante un método iterativo tal como, por ejemplo, residuos generalizados
GMRES. Para tal método iterativo tenemos que especificar cómo computar el vector
miembro derecho modificado b̃ y, también, cómo hacer el producto matriz-vector y = Ãx.
El cálculo del producto matricial involucra los siguientes pasos:

1. Calcular y = AIIx

2. Calcular w = ALIx

3. Resolver ALLz = w para z

4. Calcular v = AILz

5. Sumar y = y − v

involucrando tres productos matriciales con las matrices AII , AIL y ALI y resolver el
sistema con ALL. Como la matriz ALL no tiene elementos conectando incógnitas que
pertenecen a diferentes procesadores, entonces, la solución del sistema puede calcularse en
forma paralela muy eficientemente. Esta estrategia de descomposición en subdominios es
implementada en el código PETSc-FEM, en donde resolvemos la matriz complemento de
Schur en forma iterativa, para los nodos de interfase entre subdominios, y una resolución
directa para los nodos interiores de cada subdominio, e.g. ver Lucquin y Pironneau7.

2.4 Mallado con un despeje muy reducido del piso

Es bien sabido que la calidad de la malla afecta notablemente a los resultados obtenidos
en CFD. Aśı, en la aerodinámica de veh́ıculos, es necesario generarla con elementos de
tamaños acordes a los detalles fluido-dinámicos a observar. Esto conlleva incluir el diseño
geométrico con la mayor completitud posible, al menos la que tenga la influencia más
relevante sobre la aerodinámica en estudio.

Por otra parte, en un veh́ıculo existen ciertos elementos que hacen al funcionamiento,
al confort y a la seguridad que alteran el flujo en forma notable. Su inclusión, o no, en
la simulación depende de la potencia de cómputo disponible. Por ejemplo, las ruedas son
un problema no muy fácil de resolver, ya que tienen un movimiento relativo respecto al
resto de la carroceŕıa y, además, alteran el flujo en todo el veh́ıculo. Otro detalle son las
canalizaciones, por las cuales se induce al aire a pasar a través del vano del motor, del
radiador o por alguna toma de aire. Alerones, spoilers y otros accesorios también influyen
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Figura 3: Mallado con un despeje muy reducido del piso. Generación de la malla en la zona del despeje:
malla inicial (izq.) y malla deformada (der.).

sobre la aerodinámica del veh́ıculo. Todos estos detalles introducen una dificultad no
trivial a la hora de plantear y resolver el problema en forma computacional.

En este trabajo no se pretendió entrar en todos esos posibles detalles, aśı que el auto
fue simulado sin ninguna canalización, sin accesorios ni ruedas. Salvo este último detalle
es aśı como se los ensaya, en general, en los túneles de viento. El veh́ıculo se lo separó
del piso por una distancia, o despeje, equivalente al que tendŕıa en el caso de incluir los
neumáticos.

El mallado tridimensional es mucho más dif́ıcil en cuanto a una generación completa-
mente automática y aceptable, ya que la cantidad de elementos crece notablemente para
poder resolver en forma más o menos fidedigna, el mapa de flujo. A este problema se
le agregan, por una parte, el tema del refinamiento localizado (sobre la superficie del
veh́ıculo y en su estela) y, por otra parte, el inconveniente relacionado con la dificultad de
ubicar una cantidad razonable de elementos en la zona del despeje del veh́ıculo, distancia
entre el piso del automóvil y el piso del túnel de viento.

Como hemos mencionado, la necesidad de ubicar una gran cantidad de elementos cerca
de la superficie del veh́ıculo y, luego, desrefinar hacia el exterior en pos de no excedernos
excesivamente en la cantidad total de elementos, trajo aparejado un problema en la gene-
ración de la grilla. La cantidad total de elementos no pod́ıa exceder los 200.000 tetraedros,
por razones de factibilidad de cálculo y, en la zona del despeje, se necesita incluir al menos
una decena de elementos.

La estrategia de mallado consistió en ubicar el veh́ıculo en el centro del túnel, generar
una malla inicial (o de referencia) y, luego, mover el piso del túnel de tal modo de llevarlo
a la distancia de despeje prescripta. La malla inicial la confeccionamos de modo tal que,
luego de moverla, resulte una malla deformada con una densidad de elementos aceptable.

El algoritmo de movimiento de la malla se basa en minimizar la máxima distorsión
de los elementos de la malla. Como todo problema de minimización debemos definir un
funcional apropiado, en este caso, elegimos la distorsión de cada elemento. Para este
problema, las incógnitas son los desplazamientos de los nodos de la malla, a excepción de
aquellos nodos que pertenecen a los bordes fijos, con δx = 0, o los que están sobre un
borde con desplazamiento prescripto.

En la Fig. 3 denotamos con d0 un despeje inicial, con df el final, en donde el borde
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D [ 0,1 / sqrt (6), sqrt (2/3) ]

C [ 0, sqrt (3) / 2 , 0 ]

A [ -1/2, 0 , 0 ]

 [ 1/2 , 0 , 0 ]

Y1 Y2

Y3

Figura 4: Mallado con un despeje muy reducido del piso: definición del tetraedro master.

exterior Γe es desplazado una distancia δx = d0−df hacia arriba. Este desplazamiento del
borde exterior modifica la posición de los nodos interiores, pudiendo llegarse a situaciones
donde el elemento se “da vuelta” o se deforma excesivamente. La primera patoloǵıa es
inadmisible, mientras que la segunda da lugar luego a soluciones poco precisas, si no se
controla esa distorsión. Nosotros hemos priorizado la distorsión del elemento, buscando
mover los nodos de forma tal que la máxima distorsión sea minimizada.

Este problema de optimización consiste en definir un funcional F (x) y hallar un vector
incógnita x que haga mı́nimo dicho funcional. Proponemos una combinación lineal de
dos efectos: un cambio de volumen del elemento respecto a un valor de referencia y otro
que nos de una idea de la distorsión del elemento, medida a través de los autovalores
del tensor métrico G, el cual surge del producto G = JTJ, donde J es el jacobiano de
la transformación que nos mapea el elemento dado a otro llamado “master”, o ideal, el
cual será un triángulo equilátero en 2D o un tetraedro de aristas unitarias en 3D, y cuyos
nodos estarán ubicados según se muestra en la Fig. 4.

Al resolver el problema de autovalores para el tensor métrico obtendremos la des-
composición G = SΛS−1, donde Λ y S son las matrices de autovalores (diagonal) y de
autovectores, respectivamente, y, a continuación, obtenemos las direcciones principales.
El volumen del elemento lo estimamos mediante la traza V = tr(G) = Σiλi (suma de los
autovalores λi), mientras que para su distorsión usamos

∆ = (λ1 − λ2)
2 + (λ2 − λ3)

2 + (λ3 − λ1)
2 . (7)

Finalmente, el funcional lo constrúımos mediante una combinación lineal de ambos, esto
es,

F = CV (V − Vr)
2 + C∆

[
∆

V 2/3

]α

; (8)

donde CV , C∆, Vr, α son parámetros pre-definidos por el usuario. Los dos primeros
miden el peso que le daremos al cambio de volumen y a la distorsión en el funcional, Vr
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Figura 5: Mallado con un despeje muy reducido del piso: corte según plano simetŕıa vertical.

es un volumen de referencia contra el cual comparar y, finalmente, α es un exponente
que representa el tipo de norma usada para medir el funcional. Elegimos α = 2 (la usual
norma eucĺıdea) y α → ∞ (norma del supremo) pero, por razones de regularidad, se
suele adoptar un valor finito no muy alto. Nosotros hemos tomado α = 4. De esta forma
obtenemos un sistema de ecuaciones no-lineales que se resuelve mediante una estrategia
de Newton-Raphson, iterando sobre el residuo R(x). Si bien uno podŕıa mover el borde
exterior de una única vez, es bien sabido que las no-linealidades podŕıan jugarnos una
mala pasada, por lo que preferimos avanzar en el tiempo de a poco, usando una decena
de pasos para cubrir todo el desplazamiento necesario para el despeje impuesto. En las
Figs. 5 y 6, mostramos diferentes vistas de una de las mallas obtenidas con esta estrategia,
generando unos 170.000 elementos y 34.000 nodos.

2.5 Mallado con dos subdominios

Los generadores de mallas se valen de algún tipo de ordenamiento de los datos en las
fronteras del dominio, que deben ser suministrados por el usuario. En nuestro caso, usamos
un sistema CAD para definir un modelo geométrico, algo simplificado, del veh́ıculo. Luego
adoptamos dimensiones relativas del túnel de viento “virtual”, esto es, su largo, ancho
y altura, resultando entonces un cierto dominio global (finito) pre-definido. La primera
tarea es una generación de la malla superficial, con cuadriláteros, sobre la superficie del
veh́ıculo (e.g. con GiD) y sobre las fronteras del dominio global (e.g. con un sistema
CAD).

Por una parte, necesitamos un buen refinamiento cerca de la superficie del veh́ıculo
y en toda una estela hipotética, en donde suceden fenómenos que definen buena parte
de los objetivos de la simulación. Pero, por otro lado, no queremos que el número total
de elementos generados en forma automática “se dispare”, debido a restricciones de la
memoria RAM y/o tiempo de CPU, aún con las bondades del “cluster Beowulf”.
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Figura 6: Mallado con un despeje muy reducido del piso: corte según planos de simetŕıas vertical y
transversal.

Entonces, elegimos definir un dominio interior auxiliar, ver Fig. 7 (izq.), el cual com-
prende una zona inmediatamente próxima al veh́ıculo y toda una estela hipotética, el cual
nos servirá para disponer de un mejor control en el grado de refinamiento y desrefina-
miento. Las mallas de superficie de todas las fronteras son generadas inicialmente con
cuadriláteros, con un gran refinamiento sobre el dominio interior. A continuación, éstas
son convertidas a triángulos. En la Fig. 7 (der.), vemos una vista de los cuadrángulos
obtenidos sobre la superficie del veh́ıculo. Por último, generamos una malla de tetrae-
dros mediante el método de Delaunay-Voronoi junto con un control semi-automático en
el grado de refinamiento y desrefinaminto. La malla de elementos finitos resultante tiene
un costo computacional de orden n, donde n es el número de puntos que define los domi-
nios interior y global, e.g. ver Calvo e Idelsohn8 y, además, cumple mucho mejor con las
especificaciones del usuario en cuanto a las zonas refinadas y desrefinadas.
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Figura 7: Mallado con dos subdominios: Izq.: malla de cuadrángulos en las fronteras del dominio global
e interior, ésta última comprende una zona cercana al veh́ıculo y una estela hipotética. Der.: vista de los
triángulos resultantes sobre la superficie del veh́ıculo.

3 FLUJO POTENCIAL INCOMPRESIBLE

3.1 Descripción del código de paneles en paralelo

El código de paneles para el cálculo potencial ha sido re-escrito en Fortran 90/95 (F90)
el cual, al momento presente, incluye diversos módulos (e.g. wave-drag y seakeeping para
hidrodinámica potencial de barcos o flujo reptante para sistemas coloidales), en donde se
implementan técnicas cuasi Orientadas a Objetos (OO), esto es, dentro de las restricciones
actuales del F90 para tal paradigma (e.g. ver Norton,9 Decyk,10,11 Meissner12, Singh13),
con High Perfomance Fortran (HPF) para su opcional procesamiento distribuido, e.g.
en un “cluster Beowulf”, es decir, una máquina paralela constrúıda con computadoras
personales (PC) bajo Linux14. Entre otras facetas de este código, todav́ıa en fase de
desarrollo y depuración, mencionamos:

1. Clases: implementadas mediante la construcción module, con atributos de acce-
so private/public. F90 permite la creación de Tipos Abstractos de Datos (TAD)
definidos por el usuario, para encapsular tanto datos (con estructura o no) como
procedimientos (contains), muy relacionados entre śı, en única unidad funcional;

2. Polimorfismo: mediante el uso de interface, permite una programación genérica,
sobrecarga de operadores y construcción de interfases expĺıcitas;

3. Herencia: es la capacidad de re-usar y/o compartir datos/procedimientos de clases
pre-existentes, para aśı construir una jerarqúıa de clases, y suele distinguirse:

(a) Herencia por acceso permitido (granting access): es el método más simple, en
donde los objetos de una clase acceden a objetos de otra clase base mediante
el uso de la instrucción use y el atributo selectivo public;
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(b) Herencia por composición (“has-a”): usa otras clases para construir clases
mayores y más elaboradas. Inmediato de implementar en F90;

(c) Herencia por sub-tipo (“is-a”): innata en C++ y en Java pero en F90 tiene
que ser emulada mediante composición. En parte, por esto, se dice que F90 es
parcialmente OO;

4. Sintaxis y libreŕıa matricial: muy similar al estilo usado en Octave/Matlab:

5. Paralelismo: lo hacemos con la norma High Perfomance Fortran15 (HPF), una ex-
tensión del F90 apto para su uso en “cluster Beowulf”. En cambio descartamos, por
ahora, el uso de la norma Open Machine Paralell16 (OMP) la cual, si bien permite
hacer paralelismo dentro, por ejemplo, de una Pentium dual, obliga usar libreŕıas de
pasos de mensajes para la comunicación entre nodos, si estos estuvieran constrúıdos
con Pentium duales, libreŕıas tales como la Parallel Virtual Machine17 (PVM) o la
Message Passing Interface5 (MPI);

6. Ingreso de datos: se emplea extensamente el namelist, estándar en F90, por su
comodidad de uso y seguridad de ingreso.

A modo de observaciones diremos que:

1. La ventaja primordial de un esquema tipo OO está en un encapsulamiento de datos
y procedimientos. La información queda descentralizada y se reduce drásticamente
los t́ıpicos efectos colaterales;

2. En una clase (module) agrupamos los datos (atributos) y los procedimientos (métodos)
como una única unidad funcional, no siendo necesario pasar argumentos dentro de
la clase. La herencia por composición (“has-a”) es la más fácil de implementar en
F90, mientras que la herencia por sub-tipo (“is-a”) tiene que se emulada.

3. El agrupamiento de los datos y procedimientos en unidades funcionales (clases), da
mayor independencia relativa en un programa multipropósito, facilitando tanto la
depuración de errores como su actualización;

4. La próxima norma fortran 200218 prevee que deberá ser completamente orientado a
objetos incluyendo, por ejemplo, polimorfismo dinámico, punteros a procedimientos,
selección de tipo dinámica (la ejecución dependerá del tipo actual que tenga el objeto
polimórfico), con lo cual, entre otros aspectos, permitirá una implementación no-
emulada de la herencia por sub-tipo.
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3.2 Ecuación integral de borde

El problema de flujo potencial incompresible y estacionario lo formulamos con la ecuación
integral de borde, e.g. ver Morino19,

1

2
φ(x) +

1

4π

∫
Γ

dΓG,n(x, ξ)φ(ξ) = Q(x) ; (9)

para x ∈ Γ, donde Γ es el borde mojado del cuerpo, x, ξ son los puntos de observación y
fuente, respectivamente,

Q(x) =
1

4π

∫
Γ

dΓG(x, ξ)σ(ξ) ; (10)

es el término fuente, φ(x), es el potencial de perturbación, mientras que σ es el flujo de
transpiración dados por

σ = (U,n) ; (11)

donde n = (nx, ny, nz) es el versor normal en la superficie mojada del cuerpo, mientras
que la normal generalizada es

(n1, n2, n3) = n

(n4, n5, n6) = (r− r0)× n
(12)

con r(x, y, z) y r0 es algún punto conveniente de reducción.
Para resolver numéricamente la Ec. 9 se emplea un método de elementos de borde de

bajo orden, en el cual se la impone mediante una técnica por colocación en los centroides
de los elementos de borde (o paneles). Se obtiene aśı el sistema de ecuaciones algebraicas
lineales Aφ = Cσ = b, con n incógnitas, donde la matriz del sistema A es cuadrada y
no singular, con

Aij =
1

4π

∫
Γj

dΓG,n(xi, ξ) ; (13)

y

Cij =
1

4π

∫
Γj

dΓG(xi, ξ) ; (14)

donde A, C son las matrices de influencia dipolar y monopolar, respectivamente, φ es
el vector potencial de perturbación, y σ es el vector de flujos. La matriz monopolar C
incluye la función de Green G, mientras que la matriz dipolar A contiene su derivada
normal G,n. La matriz del sistema A es la misma para los N estadios de velocidad, y lo
único que cambia el vector fuente b, lo cual permite, eventualmente, una eficiente solución
iterativa por métodos tipo gradientes conjugados, e.g. ver Nachtigal et.al20, Vavasis21. La
función de Green elegida es mediante fuentes de Rankine, la cual la calculamos mediante
una integración anaĺıtica aunque, si se desea, se prevee una integración numérica.
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3.3 Influencia del piso por simetŕıa especular

Para evitar generar una malla BEM para el piso, lo cual significaŕıa un mayor costo de
cómputo, usamos el método de imágenes, es decir, consideramos la imagen especular del
cuerpo con respecto al plano de reflexión z = 0 (en donde está el piso) y planteamos la
interacción entre el cuerpo real y el virtual, dando lugar a la descomposición matricial[

A11 A12

A21 A22

] [
φ1

φ2

]
=

[
C11 C12

C21 C22

] [
σ1

σ2

]
; (15)

donde X11 son la matrices de auto-influencia en los paneles sobre el cuerpo real (dipolar:
X ≡ A y monopolar: X ≡ C), mientras que X12 y X21 son las matrices de interacción
entre el cuerpo real y el virtual. Además, por simetŕıa, los potenciales y flujos sobre el
cuerpo real y virtual son iguales entre si, esto es, φ1 = φ2 y σ1 = σ2, por lo que es
suficiente plantear y resolver la primera fila de la Ec. 15, esto es, el sistema reducido
Ãφ1 = C̃σ1, donde Ã = A11 +A12 y C̃ = C11 +C12.

4 EJEMPLOS NUMERICOS

4.1 Flujo viscoso incompresible

La simulación tridimensional tuvo como objetivo parcial, evaluar la factibilidad de resolver
problemas de gran tamaño, construyendo además herramientas, tales como: (i) un buen
pre- procesamiento de datos a partir de un diseño geométrico del veh́ıculo, e.g. ver Calvo e
Idelsohn8, (ii) alguna estrategia para poder obtener soluciones en el menor tiempo posible
y, (iii) una buena interfase de visualización de los resultados detallados (e.g. mapa de
presiones).

Una de las mallas empleadas en las simulaciones tuvo unos 170.000 elementos en el
dominio de flujo Ω, pero solo del orden de 1.600 sobre la superficie del veh́ıculo, lo cual es
un tanto insuficiente, ya que debeŕıamos tener al menos unos 5.000 elementos, como para
poder resolver mejor los detalles más importantes sobre el veh́ıculo. Incluso es deseable
tener una capa de varios elementos de espesor en la zona próxima a la superficie superior
del auto, para aśı resolver mejor la zona de desprendimiento.

En la Fig. 7 se muestran vistas de una de las mallas empleada sobre la superficie del
veh́ıculo donde, en colores, se pinta la distribución de presión en un instante de tiempo
dado.

En la Fig. 8 se muestra las isóbaras de presión sobre la superficie del veh́ıculo. Se
observa una sobrepresión en la trompa del veh́ıculo, una depresión en la zona del capot
y una recuperación en la zona trasera del mismo. En la Fig. 9 se muestra la distribución
de presiones en la estela, la cual es asimétrica debido a la propia inestabilidad lateral del
flujo.

En la Fig. (10) se muestra ĺıneas de corriente alrededor del veh́ıculo.
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Figura 8: Mapa de presiones sobre la superficie del veh́ıculo.

Figura 9: Presión en la estela.

4.2 Flujo potencial incompresible

Elegimos un sistema cartesiano rectangular xyz, donde el plano del suelo está en z = 0,
con el eje y paralelo al eje axi-simétrico del veh́ıculo (apuntando hacia atrás), el eje x
frontal al mismo y el eje z positivo hacia arriba (terna derecha), ver Fig. 11. Como flujo
estacionario imponemos una viento uniforme de velocidad no perturbada corriente arriba
U unitaria.

Efectuamos un cálculo paramétrico, con un barrido en la dirección del viento α, con
respecto al eje axi-simétrico del veh́ıculo y, abarcando desde −π hasta +π radianes, con
N = 40 estadios, o puntos, de cálculo. La marcha de cálculo comprende:

1. calculamos las matrices de influencia dipolar A y monopolar C para el sistema
constituido por el auto y su imagen especular con respecto del suelo (ubicado este
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Figura 10: Ĺineas de corriente alrededor del veh́ıculo.

último en z = 0);

2. efectuamos un barrido en la dirección horizontal del viento α desde αmin = −π/2
hasta αmax = +π/2 para N = 40 estadios;

3. para cada dirección del viento α, calculamos el flujo σ incidente sobre cada panel
mediante el producto escalar σ = (U,n), donde U es la velocidad del viento y n es
la normal (exterior) del panel;

4. determinamos el potencial de perturbación φ, en los centroides de los paneles, me-
diante una resolución iterativa por gradientes conjugados simultáneos para los N
vectores fuente (e.g. ver D’Eĺıa et. al22);

5. luego se calculan las fuerzas F de presión de cada panel y su momentoT con respecto
al origen de coordenadas O(x, y, z).

Una de las mallas de elementos de borde utilizadas en las simulaciones numéricas, se
muestra en la Fig. 11, la cual tiene unos 11.000 paneles (incógnitas) y unos 5.100 nodos,
lo cual involucra unos 850 MBytes de memoria RAM, ya que la matriz del sistema de
ecuaciones a resolver es densa y no simétrica.

En la Fig. 12 (izq.) se muestran las curvas de la fuerza Fp y del torque Tp de presión
en función de la dirección del viento α con respecto al eje axi-simétrico y del veh́ıculo,
mientras que a la derecha se muestra la posición del centro de presión en el plano horizontal
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Figura 11: Posición del centro de presión para viento de frente α = 0: vista en el plano lateral yz (izq.)
; vista en el plano frontal yz (der.).

xy (paralelo al piso del veh́ıculo) y en el plano tranversal zx. Estas curvas fueron obtenidas
para N = 40 estadios en la dirección del viento en el plano horizontal.

Respecto de los resultados obtenidos, se observa que la posición del centro de presión
para viento de frente está, estimativamente, en y = 1.538 [m] y z = 0.811 [m], des-
plazándose cuando la dirección del viento cambia, ver Fig. 12 (derecha, arriba y abajo).

Para el cálculo del eje central de las fuerzas de presión en el veh́ıculo, las cuales cons-
tituyen un sistema tridimensional de fuerzas aplicadas, primero determinamos un punto
de paso O∗ con el “cociente vectorial”

(O∗ −O) =
MO

←−
R

≡ R×MO

R2
; (16)

donde O es un punto de reducción de fuerzas y momentos, O∗ = (x∗, y∗, z∗) es un punto
de paso del eje central,M0 es el momento de reducción, mientras que R es la resultante de
las fuerzas aplicadas (invariante vectorial). Como es conocido, el eje central es una recta
en el espacio cuyos puntos dan centros de reducción, tales que el momento del sistema
resulta paralelo a la resultante, lo cual significa, a su vez, que sea el mı́nimo posible. Su
ecuación segmentaria estará dada por

x− x∗

Rx

=
y − y∗

Ry

=
z − z∗

Rz

. (17)

En base a la Ec. 16 se trazaron las curvas de la Fig. 12. Como el eje central de un sistema
de vectores es paralelo a la resultante y ésta, en la suposición de flujo potencial, es una
fuerza perpendicular al plano de simetŕıa, se concluye que el eje central de las fuerzas de
presión en un veh́ıculo en ruta es una recta perpendicular al piso, pasando por el punto
mostrado en la Fig. 12 (izq.).
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Figura 12: Fuerza (izq.-arriba) y cupla (izq.-abajo) de presión en función de la dirección del viento α = 0.
Posición del centro de presión en el plano yx (der.-arriba) y en el plano zx (der.-abajo).

5 CONCLUSIONES

Hemos considerado dos simulaciones numéricas independientes para el flujo del viento
alrededor de un veh́ıculo en ruta, en dos niveles crecientes de difucultad: primero un
cálculo potencial incompresible y luego un cálculo viscoso turbulento, donde:

(i) el cálculo potencial es relativamente mucho más rápido de hacer, tanto en pre/pos
y procesamiento propiamente dicho. Esto es muy útil para diseño preliminar y/o para
cálculos paramétricos, donde un extensivo conjunto de casos de ensayo deben resolverse
a efectos de estudios comparativos. La posición del eje central de presión predicha por
el flujo potencial resulta correctamente estimada. Empero, el nivel de detalle del flujo,
como es ampliamente conocido, es bastante menor ya que no percibe ni estela, ni fuerza de
arrastre ni desprendimientos (a menos que se introduzcan modelos paliativos de simulación
de la estela). Empero, una utilidad adicional del modelo potencial es que su campo de
presión seŕıa un buen dato inicial para un cálculo para las ecuaciones de Navier Stokes;

(ii) el cálculo viscoso, en contraposición, exige mayor esfuerzo de cálculo, tanto en
memoria RAM como en tiempo de CPU, pero nos entrega un mayor nivel de detalle en la
descripción de flujo, e.g. los vórtices desprendidos y la fuerza de arrastre, dos magnitudes
que un cálculo potencial estándar no puede ofrecer.
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