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Abstract. El estudio del problema del daiio con direcciones preferentes, normalmente
denominado daiio anisotropo, ha sido materia de estudio de los ultimos arios. Los modelos
desarrollados se aplican a la representacion del comportamiento tanto de materiales
inicialmente isotropos como de materiales inicialmente anisétropos como la mayoria de los
materiales compuestos.

Existe una gran cantidad de trabajos que intentan describir este complejo comportamiento
desde distintos puntos de vista. En este trabajo se presenta el problema desde una optica
basada en la formulacion de la teoria de grandes deformaciones. Aunque fisicamente no hay
ninguna relacion entre estos dos fenomenos, matemdticamente puede establecerse una
comparacion al nivel de formulaciones. Esta manera de interpretar el problema hace mas
simple la consideracion de la anisotropia inicial y la implementacion en codigos ya existentes
que estan orientados al estudio del problema de grandes deformaciones.

Se presenta en el trabajo la formulacion del “daiio direccionado anisétropo basado en la
teoria de transformacion de espacios” y su interpretacion fisica. Se establecen ademas las
bases termodindamicas del modelo. El trabajo se completa con la descripcion de la
implementacion numérica de la formulacion y ejemplos simples que muestran la capacidad de
la misma para simular el comportamiento de materiales que presentan direccionalidad en el
dario bajo historias de carga no proporcionales.
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1 INTRODUCCION

Los materiales cuasi-fragiles presentan una respuesta tension-deformacion no lineal debida
principalmente a la microfisuracion. En la mayoria de los casos estas microfisuras estan
orientadas siguiendo la historia de tensiones y producen un deterioro progresivo de la rigidez
elastica del material. Si el material es inicialmente isdtropo, se va tornando progresivamente
anisétropo. En materiales con anisotropia inicial, el dafio resulta orientado no sélo por la
historia de tensiones sino también por la propia anisotropia del material que se modifica
gradualmente a lo largo de la historia de carga.

El problema del dafio con direcciones preferentes, normalmente llamado dafio anisétropo o
anisotropia inducida por el dafio, ha sido estudiado en los ultimos afios debido a su aplicacion
a la representacion del comportamiento de metales y geomateriales en general. También se ha
hecho un esfuerzo significativo para describir la degradacion de rigidez de materiales
inicialmente anisdtropos como los materiales compuestos. En este trabajo se trata el problema
de la combinacion de ambos efectos de direccionamiento del dafio.

La capacidad de los modelos de dafio continuo para predecir adecuadamente la degradacion
de rigidez depende fundamentalmente de la particular eleccion de la variable de dafio utilizada
para describir macroscopicamente el proceso micro-mecanico subyacente'. La variable de
dafio escalar definida por Kachanov’ no es capaz de representar el fenémeno de dafio
direccionado. Se han desarrollado numerosos modelos basados en vectores de dafio’, tensores
de dafio de segundo orden y tensores de dafio de cuarto orden
BAT18.19.20 hara describir el direccionamiento del dafio o anisotropia inducida en materiales
cuasi-fragiles. Algunos de estos modelos tienen en cuenta, ademas, el efecto de la anisotropia
inicial del material'*?' a través de la definicion de un criterio de dafio anisétropo.

Por otro lado, los modelos de dafio continuo existentes en la bibliografia estan basados en
diferentes hipotesis para interpretar la el dafio'*: la hipdtesis de equivalencia de
deformaciones™* y la hipétesis de equivalencia de energia®*.

En este trabajo se presenta el problema desde una 6ptica conocida '>'*'°, basada en la
formulacion de la teoria de grandes deformaciones. Aunque no existe ninguna vinculaciéon
fisica entre ambos fendmenos se puede establecer una analogia al nivel de formulacion
matematica que conduce a resultados coincidentes con los de la hipdtesis de equivalencia de
energia. El tipo de enfoque propuesto presenta ventajas tanto para la incorporacion del efecto
de la anisotropia inicial como para la implementacion en programas orientados al estudio de
deformaciones finitas.

2 INTERPRETACION DEL DANO

El dafio puede ser interpretado como una transformacion cinematica entre dos
espacios'>"*!> (ver Figura 1): un espacio dafiado real y un espacio ficticio no daiiado que
puede ser obtenido del real si se remueve el dafio. En este espacio ficticio no dafiado se
supone que el material se comporta como si fuera virgen.
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m Espacio ficticio no dafiado

/\

Espacio dafiado real

Espacio isotropo
ficticio no dafiado

Figura 1: Correspondencia entre el espacio dafiado real, el espacio ficticio no-dafiado, y el espacio isétropo
ficticio no dafiado.

Se acepta que existe una relacion biunivoca entre los dos espacios que permite transformar
una variable del espacio ficticio no dafiado al espacio dafado real. Esta relacion esta basada en
un cambio geométrico debido al dafio y puede ser expresada como una transformacion de tipo
pull-back de los tensores de tension y deformacion desde la configuracion no dafiada a la
dafiada. Esto es,

— T = _ =
G, =mym; Gy =M, Gy (D

T A= _asl=
g;=my my gy =M€, 2

Donde El-,-, El-,- y 0, &; son los tensores de tension y deformacion en los espacios no

dafiado y real respectivamente y m;; es un tensor de transformacion de segundo orden, similar

al tensor gradiente de deformacién utilizado en la teoria de grandes deformaciones. Al igual
que el tensor gradiente de deformacion, el tensor de dario de segundo orden m,; es un tensor
bipuntual que relaciona ambos espacios previamente definidos®.

La ecuacion constitutiva en el espacio ficticio no dafiado puede ser escrita como,
0y =Cyutu 3)

Donde Cyy; es el tensor de rigidez eldstica correspondiente al material virgen.

La ecuacion constitutiva secante en el espacio real se expresa como,
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0 = Cijum “)

Donde Cj;,, es el tensor constitutivo secante en el espacio dafiado. De acuerdo a las
ecuaciones (1) a (4), este tensor puede ser expresado como una transformacion de espacios de
tipo pull-back del tensor constitutivo de cuarto orden desde la configuracion ficticia no dafiada
a la dafiada.

_ - T T
Cijrs = Mijkl CklmnM my.m; c My My (5)

Si el tensor m; es simétrico, el tensor constitutivo secante C

ijrs mnrs klmn

jirs Tesulta simétrico pero

generalmente no-isotropo.
La energia de deformacion puede ser escrita en ambos espacios como,
1 S [ R =
W=—0;¢e;=-MjyouM &, =—11yOuy =—0uEy =W (6)
2 2 2 2
De donde queda claro que la energia es invariante respecto a los cambios de espacio, como
se esperaba.

3 ANISOTROPIA INICIAL

Para tener en cuenta la anisotropia inicial se introduce una nueva transformacion de
espacios (ver Figura 1)*'*°2, Se supone que existe un tercer espacio llamado espacio istropo
ficticio no dariado tal que la ley de dafio referida a ese espacio es similar a la de un material
inicialmente isdtropo. Se pueden escribir entonces las siguientes relaciones,

_ T .
Oy =Wy Wi O =WiOyy (7

_ r— _o 2T > _ -
Gij - mikmjlo-kl - mirmjsgrs =M; sOrs

®)

— 8
£ =M€

Donde o; y ; son los tensores de tension y deformacion en el espacio isotropo ficticio no
dafiado y m;; es un tensor de transformacién de segundo orden definido como,

My =My W5 M

- T Tr. T
=M g = My Wi Wig (9)

ijrs
wy, es un tensor de transformacion constante que contiene informacion relacionada con la

anisotropia inicial. Referido a los ejes principales de anisotropia, este tensor puede ser
expresado como sigue,
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(a/oa) 0 0
w=l 0 (op/o,f 0 (10)
0 0 (us/os)

Dondeo; es el umbral de dafio en compresion uniaxial en la direccion i yo, es el umbral
de dafio de referencia.
El tensor secante puede escribirse también como,

_ : _coor ~ooT
Cijrs - Mijklcklmannm - mikmjl Cklmnmmrmns (1 1)
Donde,
o [ I s [
Ck/mn - I/Vij/rl Ci/'rs Wmnrs = Wik le Cijrs Winr Wns (1 2)

4 BASES TERMODINAMICAS Y DEFINICION DEL MODELO DE DANO
DIRECCIONAL

4.1 Energia libre y variables termodinamicas

La densidad de energia libre por unidad de volumen puede escribirse como,

1 A 1 A
¥ (35,' i) = Egg'jcz_'/'kl (m,s )€ + EaiK[/' (M, )a_/ (13)

Donde ¢,es el tensor de deformaciones y constituye la variable libre del
problema. y, = {m,] ,ai} representa el conjunto de variables internas necesarias para controlar

el comportamiento del material con dafio. Estas variables internas estan compuestas por el
tensor de dafio de segundo orden m;, y las variables internas de endurecimiento «; .

4.2 Disipacion mecanica

De acuerdo a la segunda ley de la termodinamica®’ y teniendo en cuenta la expresion
propuesta para la densidad de energia libre, la disipacion mecanica por unidad de volumen

resulta,
_ : : v |- ¥ -
:m——?’+aygij—{av—%}ij—% ;20 (14)

Después de establecer las condiciones de Colleman que son condiciones suficientes para

asegurar una disipacion no negativa =, >0 (ver Lubliner®®), las ecuaciones constitutivas para

z

el sélido resultan,
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;= oW Ecuacién constitutiva
T gy
Y, = _o¥ Variables internas conjugadas (15)
Xi
Las variables internas conjugadas pueden obtenerse y agruparse como sigue,
— a lP ~
am | |¥
Y=Y ={-———t={— (16)
_9¥ | a
dor

Donde y es la variable interna conjugada de la variable de dafio internam y q% representa

las variables internas conjugadas de las variables internas de endurecimiento a .
Las expresiones de las variables internas conjugadas pueden ser obtenidas de las
definiciones de ecuacion (15),

cmo_ o ¥ ——18 9Cy, __lg a(’;’kr’;’;\-crwmmmp’;’;q) e
Iy om,, 27 om,, " 2 om,, r 17)
Y la variable de endurecimiento conjugada resulta,
o -
q“=q =_Tw:_K[j(mm)aj (18)
1

4.3 Relacion constitutiva secante
La relacion constitutiva secante puede ser obtenida de ecuaciones (13) y (15),
b4 Mo = . (19)

O-if = =C ijmncmnququl ijmn — mikmjn
de;;

;'/'rsgrs Cijkl =M

4.4 Funcion umbral de daio

Se proponen en este trabajo las siguientes expresiones para definir la funcién umbral de

dafio F(3),
N
F= Eyijyij—lzo (20)

Donde las fuerzas termodinamicas mapeadas y, se definen como,
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Yij = Ay Vi = Aijszklmym 2y

A
endurecimiento direccional. Referido a las direcciones principales de dafio puede escribirse
como,

L ©s un tensor de transformacion diagonal que contiene informacion sobre el

~ P .
Ay =By Cy 5 By :7;5is6ksmx ; (22)

'f 72

Cy=8,8,% [1-pym, + 1, detim)| (23)

Donde E, es el médulo de elasticidad del material no dafiado, m, son los autovalores del
tensor de dafio m ;Y Oy (m,) es la resistencia a compresién de comparacién en la direccion
“r” obtenida a partir de una curva tension-deformacion uniaxial experimental, 0< 3 <1
define el grado de acoplamiento direccional y toma el valor =0 cuando no hay
acoplamiento, 1, representa un vector columna de 1.

Se introduce el tensor ZW para preservar la convexidad de la funcion umbral de dafio

tanto en el espacio de tensiones como en el de las fuerzas termodinamicas. Referido a las
direcciones principales de daflo este tensor puede escribirse como,

fok[ = (nz _1)51'm5jm6kn151mrm +5in16/'n6km6ln5mn

(0,)[=1sio,>0 (24)
w =TT . , nosuma sobre "m"

o,/ |=0 sio, <0

El factor n representa la relacion entre resistencias correspondientes a los umbrales de
dafo en compresion uniaxial y traccion uniaxial y o, son los valores de las tensiones

normales en las direcciones principales de dafio.
En Figura 2 se presenta la superficie umbral de dafio en el espacio de fuerzas
termodindmicas y en el espacio de fuerzas termodindmicas isotropo ficticio para para n=5 'y

(6,/0,) =05; (c,,/0,) =(0,/0,) =1. Las cuatro curvas dibujadas en cada caso
corresponden a diferentes combinaciones de signos de las tensiones principales. Es claro que
F( )3;’) =0 resulta convexa para n#1.

En Figura 3 se representa la misma superficie de dafio en los espacios de tensiones real e
isotropo ficticio. Esta figura muestra claramente el papel que juega la transformacion
introducida en ecuacion (8) cuando m,; =&, (umbral de dafio inicial).
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Figura 2. a) Superficie umbral de dafio en el espacio de las fuerzas termodinamicas (n=>5).
b) Superficie umbral de dafio en el espacio de fuerzas termodindmicas isétropo ficticio (n=5).

Figura 3 Superficie umbral inicial de dafio en el espacio de tensiones principales (interna) y en el espacio de
tensiones principales isétropo ficticio (externa) (n=5)
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4.5 Regla de flujo de daiio

Las leyes de flujo de dafio se expresan como sigue,

my; B ;i (25)

R (26)
=0 if F ")<o

Donde G representa el umbral de daflo isétropo.
De la ecuacion (9) se puede obtener la siguiente regla de evolucion para el tensor de dafio
de segundo orden,

S 4@@ it F(y)=0
my=mgwiey -y 27
=0 it F(y)<o

La ecuacion (27) muestra que la direccionalidad en el dafio es causada no sélo por la carga
sino también por la anisotropia inicial.

4.6 Ecuacion tangente

Para determinar el factor de consistencia de dafio 4 que define la evolucion de la variable
interna de dafio (ecuaciones 25, 26) se utiliza la condicion de consistencia de dafio,

A . oF [y .y
F(ylm):() = — —Ey t—=—m =0 28
! Wy |:Be,(, ! omy " (8)

Reemplazando la regla de flujo de dafio (ecuacion (25)) en ecuacion (28), se puede obtener
el factor de consistencia de dafio que resulta,
oF Wy -
81; vy wp 8(:‘ : y dey fu
L. + 7112. ~ =0 = A= —%
OF Wy 9G.
dyy Omy Ay

; (29)

8 €yt —=
Wy | 9u dmy vy
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5 EJEMPLOS NUMERICOS

5.1 Cargay descarga en dos direcciones ortogonales

Un problema préctico interesante consiste en estudiar la influencia de la carga previa en el
limite de resistencia en la direccion ortogonal a la carga. En esta seccion se presentan los
resultados obtenidos para un material inicialmente is6tropo cuando se lo carga en cierta
direccion, luego se lo descarga y se lo carga en la direccion ortogonal.

Las propiedades mecénicas utilizadas para el material se resumen en Tabla 1,

Tabla 1. Propiedades mecanicas

Modulo de elasticidad inicial E,=35000 MPa
Coeficiente de Poisson inicial: v=0.2
Endurecimiento lineal con: H=5000 MPa
Umbral de dafio inicial en compresion uniaxial: | o, =30 MPa
Relacion de umbrales de dafio: n=0,/0, =10
Acoplamiento direccional nulo: B=0

Las curvas tension-deformacion obtenidas para ambas etapas de carga se presentan en las
Figuras 4 y 5. Se puede observar que el material pierde rigidez en la direccion de la carga pero
no en la direccién ortogonal.

En la Figura 6 se representan las curvas umbrales de dafio correspondientes a las
diferentes etapas de cargas en el espacio de tensiones principales. Se observa un efecto de
endurecimiento con direcciones preferente en la direccion de la carga y nulo en la direccion
ortogonal a la carga, lo cual estd de acuerdo a la hipdtesis de partida §=0.
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Deformacién

€2 - &

Figura 4: Curvas tension-deformacion, primera etapa de carga
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Figura 5: Curvas tension-deformacién, segunda etapa de carga
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T e ——— |
3 ; ,

10,

Figura 6: Superficie umbral de dafio inicial (interna), luego de la primera etapa de carga (intermedia) y
luego de la segunda etapa de carga (externa)

5.2 Rotacién de las direcciones principales de tensién

En esta seccién se presenta el ensayo numérico propuesto por Willam® que ha sido
ampliamente utilizado por otros autores para probar modelos de dafio y fisuracion.
El ensayo consiste en dos etapas de carga. En la primera etapa se aplica traccion uniaxial en la
direccion x, justo hasta alcanzar el umbral de dafio. En la segunda etapa se aplican
incrementos de las componentes de deformaciéon € ,e ,e, en las proporciones 1,1.5,1,

manteniendo siempre nulas las componentes de tension fuera del plano 0, =7, =7_ =0.
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En la Figura 7 se muestra la historia de deformaciones correspondiente. La segunda etapa
de carga representa extension biaxial seguida de una importante rotacion de las direcciones
principales de deformacion.

Las propiedades del material utilizadas se resumen en Tabla 2.

Tabla 2. Propiedades mecanicas de material (ensayo de Willam®’)

Moédulo elastico inicial: E,=10"kPa
Coeficiente de Poisson inicial: v=0.2
Umbral de dafio inicial en compresion| o, =10"kPa
uniaxial:
Relacion de umbrales de dafio: n=0./0,=1
Energia de fractura: G, =15 kPam
Acoplamiento direccional: B=0.4
3.E-03
2.E-03
2.E-03
——Epsx
1.E-03 - - - - Epsy
Epsx
5.E-04 pxy
0.E+00
0.E[+00 - 1E03 2.E-03
-5.E-04

Deformacién ex

Figura 7: Camino de carga en el espacio de deformaciones

En Figura 8 se muestra la respuesta tension-deformaciéon en traccién uniaxial,
representada por una curva de ablandamiento exponencial.
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Figura 8: Curva tension-deformacion en traccion uniaxial

En las figuras 9 y 10 se presentan las evoluciones de las componentes de tension

obtenidas para la historia de deformacién descripta con un modelo de dafio escalar’® y con el
modelo de dafio direccionado. La diferencia entre la respuesta del modelo de dafio escalar y la
del modelo de dafio direccionado es evidente.
Las curvas obtenidas con el modelo de dafio direccional son similares a las obtenidas por
Carol et al'’. Se evidencia una inversién en el signo de las tensiones tangenciales y un
sustancial aumento de la componente de tension normal en la direccién y, en relacion con los
resultados provistos por el modelo de dafio escalar.

1.E+04
8.E+03 |
6.E+03 ' PR

/S \ :

3 X

4.E+03 / \ ....... o, ——
- / /\
0.E+00 - - = e

0.E+00 1.E-03 2.E-03 3.E-03 4.E-03

Stress [kPa]

Strain g,

Figura 9: Evolucion de las componentes de tension obtenida con un modelo de dafio escalar
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»  2.E+03 / / ~
0.E+00 - ‘ i
0.E#+00 1.E-03 2.El-03 3.E-03 4.E-03
-2.E+03

Strain g,
Figura 10: Evolucion de las componentes de tension obtenida con el modelo de dafo direccionado propuesto

6 CONCLUSIONES

Se presenta en este trabajo un modelo de dafio direccionado basado en la existencia de un
espacio ficticio no dafiado cuyas variables estan relacionadas con las correspondientes al
espacio dafiado real a través de una transformacion cinematica. Esto permite la utilizacion de
programas computacionales originalmente desarrollados para simular deformaciones finitas y
hace directa la extensién a materiales inicialmente anisétropos y dafio anisotropo en grandes
deformaciones.

La transformacion de espacios definida estd basada en una interpretacion fisica del dafio
como una reduccion del area efectiva, extendida al caso de dafio direccionado. Esta
interpretacion fisica del dafio permite definir el dafio direccionado a través de un tensor de
segundo orden de dafio simétrico y conduce a un tensor de rigidez secante simétrico. El tensor
de dafio resulta similar a las simetrizaciones propuestas por otros autores'>''>.

Las ecuaciones basicas del modelo que definen el umbral de dafio y su evolucion fueron
derivadas de la termodinamica de los procesos irreversibles.

La integracion de las ecuaciones constitutivas resultante puede realizarse con un algoritmo
de tipo retorno mapeado.

Los ejemplos de aplicacion presentados muestran la capacidad del modelo para predecir
dafio direccionado, no solo en problemas de carga proporcional sino también en problemas
que involucran una marcada rotaciéon de las direcciones principales de deformacion. Los
resultados obtenidos son similares a los presentados por otros autores a partir de modelos
basados en hipotesis diferentes'?.
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