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Resumo. Em muitas aplicagdes praticas na engenharia é de interesse se obter a maxima
carga suportada pela estrutura, a partir da qual pode-se entdo determinar a carga
conveniente de servigo que garanta uma margem de seguranga adequada e que reduza o
custo final da estrutura. A combinag¢do do método dos elementos finitos, da andlise plastica
limite e da programagdo matemdtica tem se revelado uma alternativa eficiente para se
determinar a carga de colapso numericamente. Objetiva-se no presente trabalho a obtengdo
da carga de colapso plastico para problemas de estado plano de tensées, através da
aplicagdo do teorema estatico da andlise plastica limite considerando como valido o regime
de pequenos deslocamentos. Empregam-se os critérios de plastificagdo de Tresca e de von
Mises, utilizando-se uma representagdo poliédrica da superficie de escoamento e
considerando a hipotese bdsica de plasticidade associada. Adota-se a formula¢do de
elementos finitos hibridos com a consideracdo de varidaveis primarias de tensdo no dominio
(energia potencial complementar) e de deslocamento na superficie dos elementos (energia
potencial total). Esta formula¢do permite a constru¢do de um elemento finito de quatro nos
que produz resultados mais precisos tanto para as tensées quanto para os deslocamentos.
Exemplos numéricos de vigas e chapas metalicas sdo apresentados e os resultados sdo
comparados com outros existentes na literatura, levando-se em consideragdo o numero de
planos adotados na linearizag¢do dos critérios de ruptura.
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1 INTRODUCAO

Os elementos finitos hibridos foram introduzidos na década de sessenta e oferecem uma
melhor precisdo nos resultados referentes a deslocamentos e tensdes de que aqueles obtidos
utilizando a formulagio de deslocamento' 23 4 Atualmente os modelos hibridos de
elementos finitos representam uma importante area de pesquisa na construcdo de elementos
finitos de alta performance™ % ¢ tém sido aplicados com sucesso a diversos problemas de
engenharia. Neste trabalho utiliza-se o modelo hibrido na obtengdo de carga de colapso para
problemas de estado plano de tensdes. Uma das vantagens das formulagdes hibridas e mistas
de elementos finitos é o fato de que as mesmas satisfazem separadamente as condi¢des de
equilibrio, compatibilidade e material, permitindo executar a analise plastica limite via
programagdo matematica diretamente” * °* '°. Nas referidas formulagdes hibridas e mistas, a
relagdo de equilibrio ¢ obtida de forma direta ja que as tensdes sdo variaveis primarias.

Neste trabalho empregam-se os critérios de plastificagdo de Tresca e de von Mises, que sdo
expressdes ndo lineares se expressas em termo de tensdes nominais. A utilizacdo dessas
expressoes na andlise pléastica limite leva & obtencdo de um sistema governante na forma de
um problema de programacao ndo linear (PNL). Estas expressdes sdo linearizadas no presente
trabalho de modo a se trabalhar com sistemas governantes na forma de problemas de
programagdo matematica linear (PLs).

Na primeira parte deste trabalho descreve-se a teoria de modelos de elementos finitos
hibridos e a formulagdo discreta com a obtencdo da matriz de equilibrio. Em seguida
mostram-se os critérios de plastificagdo de Tresca e de von Mises bem como a técnica de
linearizacdo empregada. Introduz-se o teorema estatico da analise plastica limite para modelos
de elementos finitos hibridos e por Gltimo apresentam-se as aplicagdes numéricas.

2 FORMULACAO EM MODELOS DE ELEMENTOS FINITOS HIBRIDOS

Funcionais hibridos tém um ou mais campos primarios que sdo definidos somente na
interface ou contorno do elemento. Principios variacionais hibridos representam uma
importante extensdo dos principios classicos da mecanica. Esta extensdo constitui uma
tentativa de aprimorar os modelos de elementos finitos'® ' 12,

O primeiro elemento hibrido era bastante limitado por ndo ser capaz de tratar problemas
ndo lineares ¢ dindmicos. Entretanto, tais limitagdes foram gradualmente superadas com o
entendimento ¢ a evolu¢do dos conceitos basicos. A adogdo de elementos finitos hibridos no
presente trabalho foi motivada pelo fato de o elemento finito hibrido quadrilatero de quatro
nods ser provavelmente o elemento de finito mais preciso em uma ampla gama de problemas
de tensdo e deformagio plana °.
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2.1 Equacao de Equilibrio

O funcional utilizado na obtengdo do elemento hibrido ¢ obtido pela soma de outros dois
funcionais, ou seja, o funcional no interior (dominio) e o potencial de interface (contorno). A
expressao (1) representa o funcional utilizado em elementos hibridos de tensao %S,

ni(o,u)=-Uc +W, = —% [04Duo udV + [won,dS [ uidst (1)

onde m.(c,,u;) ¢ o funcional de campo multiplo hibrido (c e u); U. é a energia

jj s
complementar em termos das tensdes; W, é o trabalho potencial; ¢ é o tensor de tensoes; D €
o tensor da relacdo constitutiva; u é o vetor de deslocamentos; ¥ ¢ o volume; S ¢ a superficie;
S; é a parte da superficie onde existem carregamentos e 7 é o vetor de forgas de superficie
prescritas.

O subscrito i, j, k, [ pode variar de um a trés referindo-se as dire¢des das coordenadas x, y,
z, respectivamente. Indices repetidos tem o sentido de somatdrio de acordo com a notagdo
indicial usual.

O funcional apresentado na expressao (1) pode ser aplicado na construgdo do elemento
finito hibrido da figura 1.

Ny A7n n.;

Alturah constante 34 x34, y34)

Matriz de ((e) Interior do
conformidadeD=E"! elemento

3

041(My41 1y41)

Dy{(7y237,93)

/

Contorno
do elemento

e

A7y 121,1)
Figura 1: elemento quadrilatero bilinear de tensio plana >
Na figura 1, o funcional no dominio é definido no elemento plano 1-2-3-4, enquanto o

funcional de potencial de interface ¢ definido em quatro elementos unidimensionais 1-2, 2-3,
3-4, ¢ 4-1, que coincidem com os lados do elemento plano.
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2.1.1 Campo de Tensdes

Para a construgdo do elemento hibrido considera-se primeiro o campo de tensdes internas,
definido no elemento plano 1-2-3-4, que se constitui uma variavel primaria. Assume-se que
cada componente do campo de tensio (Oxx, Oyy, Oxy) Varie linearmente em x e y, ou seja,

G, =0, +0,x+0,y
G, =0, t0Xx+a,y 2)

ny =03 +0gX+0,)

Os o; (i = 1,2...9) sdo chamados de pardmetros de amplitude de tensdo ou simplesmente
pardmetros de tensdo, sendo x e y o sistema de coordenadas generalizadas. Como este campo
deve satisfazer a equacdo de equilibrio com forc¢a de corpo zero, tem-se:

0o,
90u  DOw (3a)
ox oy
6cxy oG, 0 3b
+—2 =
ox Oy (39)

Escrevendo-se na forma matricial:

“4)

I
=
o = o
o
o
=
<
Q
N

ou
o =Y Q)

2.1.2 Deslocamento no Contorno
Em seguida consideram-se os deslocamentos d;, no contorno, definidos nos elementos

unidimensionais 1-2 2-3, 3-4, ¢ 4-1. Em cada elemento unidimensional os deslocamentos
dependem somente dos nos daquele elemento, porém devem ser compativeis com os
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elementos unidimensionais adjacentes. Esta restricdo pode ser satisfeita por uma interpolagao
linear dos deslocamentos ao longo de cada elemento unidimensional, como

. Ti T
dle I_E.!IZ 0 1+§12 0 0 00 0 ;Xl
d,, | 0 1-¢, 0 1+¢, 0 00 O %‘
d.y |= Py 0 0 1-E,, 0 1+, 0 0 0 L (6)
: . . . : . : : N uyz
d, 0 1+&, 0 0 0 0 0 1-&,|.
L4

onde & sdo as coordenadas isoparamétricas do elemento linear. Esta equacio pode ser escrita

na forma matricial:
d=du @)

onde @ ¢ uma matriz (8x8).

2.1.3 Forcas de Superficie
A forga de superficie definida como # = o, n; ¢ associada com o campo de tensdes que

aparece no potencial de interface. Para um campo de tensdo bidimensional nas coordenadas
(x, »), as componentes de forcas de superficie sdo:

t.=o. n, + o,n, (8a)

t,=c,n.+c,n, (8b)

Escrevendo (8) para o lado 1-2, conforme a figura 1, e levando-se em conta a relagdo (7),
chega-se a

(e}
L ng, 0 ny "
= G, |=Nwo,=N,¥,a 9
|:ty12 0 n)lZ nrlZ 7
Xy

onde W¥;; ¢ ¥ calculado sobre o lado1-2. Repetindo esta construgdo para os outros trés lados
obtém-se a relagdo

t=Ta (10)
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sendo 7 um vetor de oito componentes de forca, que sdo fungdes das coordenadas da matriz ¥
escrita em (5), ou seja,

t:[txl2 Ly L ty23 ty4l:|r (1)
T é uma matriz (8x7), composta de quatro sub-matrizes (2x7) que sao Nij2W12, V2323, NV34W34
e NytWai.

2.1.4 Forcas de Superficie Prescritas
Quando uma forga atua sobre o elemento conforme figura 1, ela ¢ considerada como forca

de superficie prescrita, sendo definida por unidade de comprimento do lado do elemento ¢ da
espessura do mesmo. Elas sdo agrupadas de forma vetorial como

2 2 n 2 n 2 T
t:[ a2 Lo Loz Loz . ty41] (12)
2.1.5 Formulacio Discreta
Para o problema de andlise plastica limite, assume-se o carregamento como sendo
proporcional. O vetor de cargas ¢ entdo formado por uma parcela fixa e outra variavel,

escrevendo-se

P=)P, +P, (13)
onde A ¢ o fator de carga, Py € o vetor de cargas variaveis e Py é o vetor de cargas fixas.
Levando em conta que, no colapso, as taxas de deformagdo elastica sdo nulas e

substituindo as expressoes (5), (7) e (10) no funcional (1), agora escrito para todo o dominio e
contorno do problema discretizado tem-se

nl=a"Gu—-P'u (14)
onde G ¢ dado por
G:'[-(«)Tr¢dr (15)
Fazendo © g estacionario em relagdo aos deslocamentos, tem-se
a u _
"¢ _Ga-P" =0 (16)
on
ou
Ga=P' (17)

A expressdo (17) é uma relacdo de equilibrio entre as cargas nodais P e os parametros de
tensdo o, sendo G uma matriz de equilibrio em termos dos pardmetros de tensdo, integrada no
contorno.
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3 CRITERIOS DE PLASTIFICACAO

A seguir descrevem-se os critérios de plastificagdo de Tresca e de von Mises bem como as
suas respectivas linearizagdes.

3.1 Critério de Plastificacio de Tresca

De acordo com este critério, a plastificacdo pode ocorrer quando for atingido o valor
extremo da tensdo de cisalhamento. Qualquer estado de tensdo localizado dentro da superficie
de escoamento € considerado como um estado de tensdo eléstico. Nesta teoria, as tensdes de
escoamento para a tracdo e a compressdo sdo assumidas iguais, o que representa uma
limitagdo para uma série de materiais .

A maxima tensdo de cisalhamento no ensaio uniaxial ¢ igual a 6,/2, onde o, ¢ a tensdo de
escoamento. O critério de Tresca pode ser expresso em termos das tensdes principais como

4o, -0,)="22 (182
40, -0,)= "2 (18b)
%(Gs_cl)zii(;v (18¢)

onde G, 02, € 03 s30 a maior, a intermedidria e a menor tensdo principal, respectivamente.

3.1.1 Caso de Tensdes Planas
Como no caso de tensdes planas, as tensdes sao independentes de G 3, o critério reduz-se a
6,-0,=0, (19)
A figura 2 ilustra o critério de Tresca, para o estado plano de tensdes, em funcdo das
tensdes principais e da tensdo de escoamento do material.

A ©2

(Gz 763)=+5

y

(51_62):_0; (51_‘53):"'5

(Gw 762):*'0_“

Figura 2: Critério de escoamento de Tresca para o estado plano de tensdes.
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A superficie de escoamento de Tresca, escrita em fungdo das tensdes nominais, torna-se
2 2 2
(o, —Gy) tdt =0, (20)

A utilizagdo da expressdo (20) na analise plastica limite leva a obtengdo de um sistema
governante na forma de um problema de programagéo ndo linear (PNL). Esta expressdo pode
ser linearizada de modo a se trabalhar com sistemas governantes na forma de problemas de
programagdo matematica linear (PLs). Utilizando uma superficie de ruptura linearizada i
16.17.18 a5 condigdes de escoamento, em um ponto qualquer do corpo, sdo expressas como

nc<c” (21)
onde » ¢ a matriz de normalidade e o* é o vetor das capacidades plasticas.

No presente trabalho, a expressdo (20) foi linearizada da mesma forma utilizada para
linearizar a superficie de Mohr-Coulomb, conforme descrito em '° ©*°, tomando-se o dngulo
de atrito como ¢ = 0° e a coesdo como a tensdo de escoamento do material ¢ = 6,. Na figura 3
mostra-se o critério de Tresca para o estado plano de tensdes em func@o das tensdes nominais

(Ox, Oy, Txy)-

Figura 3: Critério de Tresca para o estado plano de tensdes em fung@o das tensdes nominais.

3.2 Critério de Plastificacdo de von Mises

Este critério assume que o escoamento comega quando a energia de distor¢do atinge um
valor igual a energia de distor¢cdo de escoamento em um ensaio de tragdo simples. O critério
foi sugerido por von Mises em 1913 e ¢ também conhecido como teorema da energia
distorcional. O critério pode ser expresso usando o segundo invariante do tensor desviatorio
como

J,, < k*  caso o material esteja no regime elastico (22)

J,, = k>  caso o material esteja plastificando (23)
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onde &k ¢ uma propriedade do material a ser definida em ensaios experimentais. Pode-se
demonstrar que para um material isotrépico

k=2t (24)

V3

onde o, ¢ a tensdo de escoamento do material.

Pode-se escrever o segundo invariante do tensor desviador como
_ L2
Jop=J,=LJ, (25)

onde J, e J, s@o o primeiro e o segundo invariante do tensor de tensdo respectivamente.

Expandindo a expressao (23) em termos das componentes de tensdes principais, pode-se
escrever o segundo invariante do tensor desviador como

o, -0, +0, -0, +lo,~0,)]=#* (26)
3.2.1 Caso de Tensoes Planas

Para o caso especial de tensdes planas, onde 63 = 0, o critério de ruptura de von Mises, em
fungdo das tensdes principais, fica

(01_62)2+(62)2+(01)2:6k2 @7

Substituindo o valor da constante & na expressdo acima, chega-se a
2 2 2
6, -0,06,+0, =0, (28)

A expressdo (28) pode ser interpretada no espago como uma elipse em fungéo de 6, ¢ 6, do
plano de tensao, sendo escrita na forma

2 2
[Glj _[OwJ[sz+[GzJ . 29
60 GD 60 GO
A equagdo (29) € a conhecida expressdo da elipse de von Mises para o estado de tensdo
plana . Esta equagdo pode ser escrita em fungio das tensdes nominais como

2 2 2 2
6, +0, -c0,+3}& ~=o (30)

o
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3.2.2 Linearizacio da Superficie de von Mises

Para se reduzir e simplificar a equag@o (30), pode-se empregar a rotagdo de eixos em
sistemas cartesianos ortogonais 2l No intuito de eliminar o termo cruzado (oxoy) da equagdo
(30), determina-se o angulo 0 de rotagao de tal forma que

Ac §+2BGXCF), +Co f,+DT f},ZG : (31
sendo
2B
tg(20)=—— 32
g(20) =" (32)

Levando-se em consideracdo (31) e (32), pode-se verificar que a expressdo (30) ¢ satisfeita
quando 6 = 45°. Além disso, a referida expressdo, considerando-se a simplificacdo adotada,
pode ser escrita como

1 2 3 2 2 2

—c +—0 +3t . =0 33

2 X 2 y xy o ( )

Desta maneira, a equagdo (33) permite determinar os pontos de intersec¢do com 0s €ixos

de origem, para auxiliar a definicdo dos planos de linearizagdo. O elipsdide da figura 4,

gerado pela expressao (30), ilustra a forma final da equagdo da superficie de von Mises para
um problema de estado plano de tensdes.

Figura 4: Elipsoide da superficie de plastificagdo de von Mises para um problema de estado plano de tensdes.

Para a lineariza¢do da superficie de von Mises considerou-se inicialmente um oitavo do
elipsoide, utilizando-se 1, 2, 4 ou 9 planos como mostrado na figura 5. Usando estes planos
como base e através de uma matriz de sinais, geraram-se sistemas de 8, 16, 32 e 72 planos,
respectivamente, para o elipséide completo.
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Plano Base de 4x8 Planos Plano Base de 9x8 Planos

Figura 5: Planos base utilizados para linearizar a superficie de von Mises

Na figura 6 mostram-se as superficies de Tresca e de von Mises para o estado de tensdes
planas considerando-se as tensdes nominais.

Oy |,
Txy 9
TRESCA
& 0 VON MISES 2
ot TRESCA

s Ox VON MISES

2 1 2
IRy

F-2

b:Vista em Perspectiva

. ¥
a: Vista em Planta

Figura 6: Superficies de Tresca e de von Mises para o estado plano de tensdes.
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Na figura 6, as superficies de Tresca e de von Mises s@o consideradas utilizando-se tensdes
nominais. Na figura 6a, mostra-se a vista superior de ambas as superficies, em relacdo aos
eixos oy, oy, verificando-se que a superficie de Tresca aparece inscrita na de von Mises, como
ocorre quando as superficies sdo apresentadas graficamente em termos de tensdes principais.
Entretanto, considerando-se as superficies desenhadas em perspectiva, neste caso em relagdo
a0s €iX0s Oy, Oy € Ty, pode-se verificar na figura 6b que a superficie de von Mises aparece
inscrita na de Tresca, nos trechos proximos as extremidades das mesmas. A utilizagdo dos
dois critérios em problemas de analise plastica limite sera apresentada nos exemplos
numéricos.

Pode-se entdo definir as condigdes de resisténcia em um ponto qualquer do sistema
estrutural, utilizando-se uma representagdo poliédrica da superficie de ruptura, conforme a
figura 5, como

Al Bl C] Dl
(&)

4, B, C ! D .

P o, (<7 ou nle<e (34)
MEE

, . . * . L, L.
onde n ¢ a matriz de normalidade e 6 ¢ o vetor das capacidades plasticas.

As condicdes de plastificacdo expressas em (34) sdo fungdes da tensdo c. Assim, para que
seja possivel a montagem do problema de programagdo linear equivalente ao critério estatico
da analise plastica limite ¢ necessario substituir (5) em (34), chegando-se a

n"VYa<oc® (35)

4 TEOREMA ESTATICO DA ANALISE PLASTICA LIMITE PARA ELEMENTOS
FINITOS HIBRIDOS

Com a relagdo de equilibrio (17) e as condigdes de resisténcia (35), obtém-se o problema
de programacao linear associado ao critério estatico como

Maximizar A (36a)

Sujeito a 0 n"¥v\l<ls®
¢ telule o

No presente trabalho, os problemas de programacao linear associados ao teorema estatico,
obtidos por meio da representagio poliédrica da superficie de ruptura em hiperplanos '
foram resolvidos utilizando-se o software comercial LINDO (Linear INteractive Discrete
Optimizer) 7, versio 5.3.
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5. APLICACOES NUMERICAS

5.1 Chapa com Furo na Lateral

Neste exemplo pretende-se obter o fator de carga de uma chapa com furos nas laterais,
apresentada na figura 7, considerando-se que a tensdo de escoamento seja 6, = 1 KPa e que o
peso proprio seja desprezivel. A solugdo analitica para um problema similar de chapa com
furos semi-circulares ¢ fornecida por Kaliszky 2 Foram utilizadas trés malhas de elementos
finitos hibridos para discretizar a geometria. O problema ¢ analisado considerando-se o
critério de escoamento de Tresca. Os resultados obtidos com o programa de elementos finitos
hibridos sdo comparados com aqueles obtidos com um cddigo de elementos finitos mistos,
que também utiliza elemento bilinear. O cddigo computacional para elementos finitos

hibridos foi elaborado utilizando-se o software Visual Fortran >,
1KN/m

I TTTT

0,8

0.4

|

0,2

0.2 |

0.8

Vb

1KN/m
Figura 7: Geometria e carregamento da chapa com furo nas laterais.
Na figura 8, apresentam-se as trés malhas utilizadas para a discretizagdo do problema.

(a) (b) (c)

Figura 8: Discretizagdes adotadas para o elemento finito hibrido de quatro nds (Q4 Hibrido): (a) malha Q4/1 com
33 nos e 20 elementos, (b) malha Q4/2 com 76 nds e 50 elementos, (c) malha Q4/3 com 175 nés e 140
elementos.
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Na Tabela 1 comparam-se os resultados obtidos com um programa de elementos finitos
hibridos e um programa que utiliza a formulagdo de elementos finitos mistos>*, considerando-
se a superficie de escoamento de Tresca. A analise da referida tabela mostra que os valores de
fator de carga de colapso encontrados pelo programa elaborado com a teoria dos elementos
finitos hibridos convergem para uma solugdo proxima aquela encontrada utilizando-se o
programa de elementos finitos mistos>, sendo a diferenca méaxima entre os valores fornecidos
pelos dois codigos computacionais de aproximadamente 3%.

Tabela 1: Fator de carga de colapso em fung@o da malha em elementos finitos (NN = numero de nds; NE =
numero de elementos) e do niimero de planos de linearizagdo da superficie de escoamento.

CRITERIO DE TRESCA

8 PLANOS 16 PLANOS
HIBRIDO| MISTO [HIBRIDO| MISTO

33 | 20 0,71 0,70 0,73 0,71
76 | 50 0,71 0,69 0,73 0,70
175 | 144 0,69 0,67 0,71 0,69

NN | NE

A tendéncia de convergéncia dos resultados, utilizando-se elementos finitos hibridos e
mistos, para o caso em questdo, pode ser melhor visualizada na figura 9.

0.74 - et HIBRIDO 8 PLANOS
’ = 4 = LAPS8PLANOS
0,73 - s A ey H|BRIDO 16 PLANOS

- X =
072 _\\LAPS‘I(iPLANOS
0,71 s - \ B
0,70 [ B B

Fator de Carga de Colapso
1
1
1
1
I
X
1] |
n
1]
1
1]
]
1
1]
1
1
1]
1
1
]

0,69 —

0,68 B I .

0,67 - g

0,66 : : : : : : : : : :
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Numero de Nos

Figura 9: Convergéncia de resultados em fungdo do numero de nés da malha e do nimero de planos de
linearizagdo, com a utilizagdo da superficie de escoamento de Tresca.

No exemplo 5.1 os resultados obtidos pelos modelos hibridos e mistos sdo equivalentes,

notando-se que os modelos hibridos dio resultados ligeiramente mais rigidos que os modelos
mistos. A analise do problema mostra que ha convergéncia dos resultados para o caso de
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linearizagdo da superficie de Tresca com 16 planos tanto para os modelos hibridos quanto
para os modelos mistos, verificando-se também convergéncia dos resultados em relagdo as
malhas adotadas.

O resultado analitico do fator de carga de colapso fornecido por Kaliszky 2 para o caso de
chapa com furos semicirculares e carga distribuida, que ¢ de 0.73, se comparado com os
resultados encontrados com os modelos hibridos e mistos que sdo 0.71 e 0.69
respectivamente, indica uma grande coeréncia dos resultados obtidos no presente trabalho.

5.2 Viga Metilica

Procura-se obter a carga de colapso de uma viga metalica simplesmente apoiada sujeita a
carga concentrada, tendo tensdo de escoamento f,=235Mpa e espessura de 10mm. As solugdes
de referéncia sdo fornecidas em Olsen >, sendo as propriedades geométricas e mecénicas da
viga descritas na figura 10. Discretiza-se somente metade do dominio devido & simetria do
problema analisado. Foram geradas oito malhas distintas para se avaliar a convergéncia dos
resultados. Consideram-se as superficies de escoamento de Tresca e de von Mises com
linearizagdes de 8, 16, 32 e 72 planos. Os resultados obtidos com o programa de elementos
finitos hibridos sdo comparados com aqueles obtidos com o codigo de elementos finitos
mistos®.

g 4 g

£,~235MPa |

\
\
| esp=10mm
\
\

! !
| 2.0 = = =

Geometria da Viga Malha Q2 (2x2) Malha Q3 (3x3)

3 3 3

Malha Q4 (4x4) Malha Q5 (5x5) B Malha Q6 (6x6)

3 F

Malha Q7 (7x7) Malha Q8 (8x8)

Figura 10: Discretiza¢do adotada para viga utilizando-se elementos finitos hibridos e mistos de quatro nos.
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Nas tabelas 2 e 3 comparam-se os resultados obtidos com os programas de elementos finitos
hibridos e mistos, considerando-se os critérios de escoamento de Tresca ¢ de von Mises. O
valor analitico da capacidade de carga considerando a teoria de viga simples ¢ de 294KN e de
320KN quando se considera o ajuste do fator de carga, conforme apresentado em Olsen®.

Tabela 2: Resultados da capacidade de carga obtidos com os programas de elementos finitos hibridos e mistos
utilizando-se a superficie de Tresca.

. 8 PLANOS 16 PLANOS 32 PLANOS 72 PLANOS
MALHA| NN | NE |CRITERIO HIBRIDO|MISTO|HIBRIDO| MISTO | HIBRIDO | MISTO| HIBRIDO | MISTO
Q2 9 4 T 738 652 764 666 770 670 770 672
Q3 16 9 R 722 852 748 876 758 880 758 882
Q4 25 16 E 690 694 728 720 734 722 736 724
Q5 36] 25 s 550 598 572 614 576 620 578 622
Q6 49| 36 c 650 662 676 686 682 692 XXX 694
Q7 64| 49 A 618 670 656 698 666 704 XXX 706
Q8 81 64 542 636 576 664 XXX 670 XXX 672

Na tabela acima, apresentam-se os resultados obtidos para a carga de colapso da viga,
considerando-se o critério de escoamento de Tresca. A andlise da referida tabela indica que os
valores obtidos com os programas de elementos finitos hibridos e mistos, para determinadas
malhas, tém valores muito proximos. Observa-se ainda na referida tabela que ha necessidade,
no presente exemplo, de malhas mais refinadas para convergir os resultados, tanto para o caso
de modelos hibridos quanto para os modelos mistos.

Com relag@o a linearizag@o da superficie de Tresca, observa-se que os resultados para o caso
de 16 planos ja sdo satisfatorios e convergentes, como acontece no exemplo 5.1. Nota-se que
os modelos hibridos ddo resultados menos rigidos que os modelos mistos, ao contrario do que
ocorre no exemplo 5.1.

Considerando-se ainda uma malha de 200 elementos, portanto uma malha mais refinada que
a malha QS8, obtém-se para a carga de colapso o valor de 344KN, com uma diferenca de
apenas 6% em relago a solugdo apresentada por Olsen®.

Tabela 3: Resultados da capacidade de carga obtidos com os programas de elementos finitos hibridos e mistos
utilizando-se a superficie de von Mises.

- 8 PLANOS 16 PLANOS 32 PLANOS 72 PLANOS
MALHA| NN | NE |CRITERIO HIBRIDO|MISTO | HIBRIDO| MISTO | HIBRIDO | MISTO [ HIBRIDO | MISTO
Q2 9 4 482 492 460 556 668 596 722 630
Q3 16 9 M 500 490 584 558 664 634 690 660
Q4 25 16 | 472 470 556 532 624 576 656 600
Q5 36 25 S 470 464 550 514 612 574 632 584
Q6 49 36 E 454 432 526 492 594 520 XXX 534
Q7 64 49 S 454 378 522 460 576 462 XXX| 490
Q8 81 64 428 332 496 426 XXX 410 XXX 442
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Apresentam-se na tabela 3 os resultados encontrados para a capacidade de carga da viga,
utilizando-se a superficie plastificagdo de von Mises. Observa-se novamente a necessidade de
malhas refinadas para convergir os resultados tanto para o caso de modelos hibridos quanto
para os modelos mistos. Em relagdo a representagdo poliédrica da superficie de von Mises,
verifica-se que tanto para os modelos hibridos quanto para os modelos mistos necessita-se de
um numero maior de planos para linearizar a superficie, conforme descrito em Olsen®.

Observou-se, em todos os exemplos estudados, que o elemento finito hibrido fornece cargas
de colapso plastico muito proximas as solugdes de referéncia. Em todos os casos analisados,
um fator limitante, para execugdo das analises, foi a capacidade da versdo do software de
otimizagdo utilizado. Uma forma de minimizar este problema consiste em se utilizar como
pontos de controle da plasticidade os nds da malha, ao invés dos pontos de Gauss utilizados
no presente trabalho, visando a redugdo da dimensdo do sistema governante. A presente
pesquisa desenvolve-se nesta diregdo, com o objetivo de tornar a utilizagdo do elemento
hibrido na analise plastica limite mais eficiente.

6 CONCLUSOES

Apresentou-se no presente trabalho uma formulagdo para andlise plastica limite de
problemas de estado plano de tensdes, com a utilizagdo de modelos de elementos finitos
hibridos com variaveis primarias de tensdes no dominio e de deslocamento na superficie do
elemento °. Verificou-se que o elemento finito hibrido de quatro nos, adotado no presente
trabalho, produz resultados semelhante aos obtidos com a utilizagdo de elementos finitos
mistos.

Foram empregados sistemas de linearizacdo das superficies de plastificacdo. No caso de
Tresca, o esquema utilizado é similar aquele empregado anteriormente para Mohr-Coulomb'®"
20-26 No caso do critério de von Mises geraram-se conjuntos com niimeros crescentes de
planos para esta finalidade. Notou-se que, empregando-se tensdes nominais, parte da
superficie de Tresca fica inscrita na superficie de von Mises, mas para outra parte a situagao
inverte-se.

No caso de chapa sob tragdo necessitou-se um numero menor de elementos para resolver o
problema26 do que no caso da viga. Neste ultimo caso, a versdao do software, LINDO 5.3,
disponivel aos autores se tornou uma limitagdo para resolver malhas mais refinadas. Estudo
com um maior niimero de graus de liberdade serdo apresentados em trabalhos futuros.
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