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Abstract. En el presente trabajo se presenta primeramente una formulacion constitutiva
no lineal basada en la Teoria de Gradientes de Deformaciones para el andlisis de pro-
cesos de falla de campos bidimensionales. Complementariamente se discuten las técnicas
numéricas desarrolladas para la implementacion eficiente del modelo constitutivo. Sequida-
mente se recrea la formulacion mizta de elementos finitos, la cudl es usada comparativa-
mente con elementos conformes y en conjuncion con modelos constitutivos de gradientes
para analizar las predicciones de falla de sélidos bidimensionales. El trabajo conduce a
conclusiones relevantes en cuanto a la influencia de las formulaciones miztas de elemen-
tos finitos para el andlisis de procesos de falla mediante modelos constitutivos no lineales
basados en la Teoria de Gradiente de Deformaciones.
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1. INTRODUCTION

El analisis del comportamiento de falla de materiales y sistemas estructurales requiere
de formulaciones constitutivas no lineales. En el marco del concepto de fisura difusa la
respuesta no lineal global o estructural es controlada por la relacién constitutiva tensién-
deformacion a nivel de modelo material. Es decir, la descripcion del proceso cinemaético que
se desarrolla a nivel de desplazamientos absolutos y relativos durante el comportamiento
de falla del sistema estructural es modelado en el campo de deformaciones o de gradientes
de desplazamientos. Esta metodologia o concepto conlleva a la supresién de la escala
geométrica que define la regién o dominio donde se desarrollan los procesos cineméticos.
Como consecuencia, el espacio o regién del elemento finito se convierte en la magnitud
geométrica distintiva del proceso de disipacién energética en virtud de la continuidad C° de
las funciones de forma. En otras palabras, la modelacién numérica de la falla estructural
adolece de objetividad respecto del tamano de la malla de elementos finitos lo cudl se
manifiesta en predicciones completamente dependientes del grado de discretizacién del
espacio o dominio donde se desarrolla el proceso de disipacién energética.

Una de las teorias més eficientes y novedosas para solucionar este serio deficit del con-
cepto de fisura difusa es la teoria de gradientes de deformacion. La misma esta asociada
con descripciones por lo menos C? del campo de deformaciones aunque dicho enriqueci-
miento del mismo estd limitado a un espacio definido mediante una longitud caracteristi-
ca del problema de valores de borde, que se define externamente. Si bien el concepto
fundamental de la teoria de gradientes es simple, su aplicacién en modelos materiales no
lineales y més atin, su implementacion en cédigos computacionales de elementos finitos es
realmente compleja.

Desde su reciente propuesta, la teoria de gradientes ha logrado un fuerte eco y aceptacion
en la comunidad cientifica internacional lo cudl ha contribuido a un vertiginoso desarrollo
de la misma en el analisis de procesos de falla en campos uni, bi y tridimensionales y en
el marco de formulaciones no lineales elastoplasticas y de dafio continuo.

Si bien los progresos hasta el presente son notables, quedan aiin una serie de temas sin
solucién que consitan actualmente la atencion de investigadores. Entre ellos se destaca el
andlisis y verificacién de la eficiencia de la Teorfa de Gradientes cuando se la usa conjun-
tamente con formulaciones mixtas de elementos finitos. Como es sabido, las formulaciones
mixtas de elementos incluyen campos de deformaciones enriquecidos, no compatibles con
el campo cinemético o de desplazamientos. Como consecuencia la energia de deformacién
del elemento finito mixto es menor que la del elemento finito compatible correspondiente
en virtud de que nuevas formas propias se originan, algunas de ellas asociadas con energia
de deformacién nula. Desde el punto de vista de la mecanica no lineal de sélidos, las
formulaciones mixtas de elementos finitos introducen una fuerte alteracién (reduccién) de
las longitudes caracteristicas de los procesos de falla ya que eliminan eventuales bloqueos
que caracterizan a los elementos finitos compatibles.

El uso combinado de Teorias de Gradiente de Deformaciones y de formulaciones de
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elementos mixtos es aiin un campo no investigado asi como la influencia que dichas for-
mulaciones traen en las longitudes caracteristicas que se definen explicitamente en el caso
de la Teorias de Gradientes.

Luego de una presentacion de la Teoria Constitutiva de Gradientes se discute en el
presente trabajo la implementacion de la misma en campos bidimensionales. En este
sentido se presenta un modelo constitutivo conjuntamente con los algoritmos numéricos
para la implementacién computacional.

Finalmente se presenta la formulacion de elementos mixtos para discretizaciones de
campos bidimensionales y se analiza la coexistencia de tales formulaciones con las Teorias
locales y no locales de Gradientes.

2. MODELO DE ELASTOPLASTICIDAD DE GRADIENTES
En este paper trabajaremos bajo las siguientes hipdtesis generales:
- Teoria de pequenas deformaciones con restriccién a deformaciones planas
- Elasticidad lineal isotrépica
- Hardening local isotrépico
- Hardening de gradiente lineal anisotrépico
- Criterio de fluencia de Von Mises

Para el caso de endureciminento/ablandamiento isotrépico, la funcién de fluencia viene
dada por
F=¢(o)—0"(k) =0 (1)

donde o es el tensor de tensiones y o* la tension de fluencia dependiente del pardmetro
K, que representa una magnitud equivalente a las deformaciones plasticas. Siendo &” el
tensor de deformaciones plésticas, la ley evolutiva de las deformaciones plasticas queda
definida mediante la Ley del Flujo de la Plasticidad "’

& = \m (2)

El multiplicador plastico A da el médulo y el tensor m la direccién del flujo pléstico,
que se obtiene como la derivada del potencial plastico G respecto del tensor de tensiones

oG
m=-- (3)

Definiendo al parametro « igual a la deformacién plastica equivalente éNP, su ley evolu-
tiva estd dada por
k= é€&P (4)
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con la deformacién pléstica equivalente
& = |e” = Ajm| = 1) (5)
Con lo que '
=7\ (6)
Por lo general se elige m con médulo unitario, con lo que resulta n = 1.

2.1. Deformacion no local

Los modelos continuos no locales se basan en promedios espaciales de variables de
estado (tensoriales o escalares), en una cierta vecindad de un punto dado z’. Se elige
como variable de estado un valor representativo del estado de deformacién, por ejemplo
el parametro pldstico A. Bajo hipdtesis de no localidad, el comportamiento de un punto
estd gobernado por la deformacién promedio en el volumen (), ocupado por el elemento
microestructural .

El pardmetro pldstico no local X estd dado por

- 1
Na) = — / A(z)d92 (1)
Qe Ja, ()

Desarrollando A(x) en Serie de Taylor e integrando ec.(7), se obtiene la expresién del
parametro plastico no local B
A= A+cV2A (8)

La longitud interna del modelo no local estd incluida en el coeficiente de gradiente
¢, que tiene la dimension del cuadrado de una longitud. Para el caso unidimensional, el

. . 14
coeficiente de gradiente ¢ resulta :

a2

c=g 9)

siendo a la longitud de la localizacién. El tensor de deformacion plastica no local resulta

& =dm = (A +cVi)m (10)
De acuerdo a ecs.(5) y (9), la deformacién pldstica equivalente queda expresada como
& = [&7] = (A + cV2N) = & + eVEA (11)
por lo tanto, el pardmetro pldstico no local &, como
fo=f+ncV2A (12)
La expresion de la funcién de fluencia para el modelo no local resulta

F=d(c)—o* () =0 (13)
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con
E=n\+ncViA (14)

siendo

1 t
)\:/ Adt; V2A:/ V2\dt (15)
0 0

El criterio de fluencia y las condiciones de carga/descarga se expresan en la forma
complementaria de Khun-Tucker

A>0; F<0; A =0 (16)

y el flujo plastico estd gobernado por la condicién de consistencia elastoplastica F' = 0.
La dependencia de la funcién de fluencia respecto del gradiente, hace que la condicién
de consistencia se convierta en una ecuacién diferencial parcial no homogénea, de tipo

Helmholz
oF oF

) . OF .
F=—0¢ A =0 17
907 * 8(7))\)77 + 3(ch2A)Cnv (17)
La ecuacion anterior puede escribirse como
. OF . oF
F=n:6+——A+ VA= 1
n U+8)\ +8(V2)\)v 0 (18)
llamando oF 06
- -z 1
" Jdo Oo (19)
al gradiente de la funcion de fluencia,
oF do*
"SI T (20)
al médulo de endureciminento/ablandamiento, y
oF do*
= = 21
I=9(v2N) ~ (v 1)
al médulo del gradiente, la ec.(17) resulta
F=n:6-h\+gV\A=0 (22)

Uno de los algoritmos desarrollados para su solucién, consiste en la formulacién mixta
del método de los EF® basado en las ecuaciones de equilibrio o Trabajo Virtual y de fluen-
cia plastica. Utilizando una misma malla para ambas discretizaciones, ambos problemas
se resuelven simultaneamente.

Otros algoritmos, como el desarrollado por Runesson y Svedberg5, se basan en la reg-
ularizacion de gradientes y la Teoria de Dafio Continuo, a partir de la consistencia ter-
modindmica, utilizindose también la formulacion mixta .

En este trabajo se analiza la solucién basada en la Formulacién Mixta de EF compatible
con Teorfas Constitutivas de Gradientes.
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3. PLASTICIDAD DE GRADIENTES
3.1. Formulacién mixta’

El objetivo es formular un algoritmo iterativo incremental que satisfaga las condiciones
oy . ) 11
de equilibrio y de fluencia al final de cada paso de carga (j + 1) .
Para toda variacion admisible del vector desplazamiento, la satisfaccién de la condicion
de equilibrio en sentido débil requiere (despreciando términos de fuerzas volumétricas)

/ sul (L ajy)d0 (23)
Ja
Integrando por partes, descomponiendo o1 = o; + do y considerando

do = E.(de — d\m) (24)

siendo E, la Matriz de rigidez Eldstica. La ec.(23) resulta
/ Se” Eoded$) — / se’dAmdQ = — / seldodQ + / Su’t;, dl (25)
Q Q 0 r

Para toda variacién admisible del pardametro plastico, igual a cero en el borde pléstico,
la condicién de consistencia en sentido débil debe verificar

(5>\F(0']'+1, Rjt+1, VQH]‘_H)dQ =0 (26)
Qx

Desarrollando la funcién de fluencia en Serie de Taylor alrededor de (o;, K5, V2k;) ¥
despreciando términos no lineales

F(0j41, K1, Vihj11) = Floj, 55, V2R)) + Flog, 5, V2ry) (27)

con

F(oj, k), Vi) =nTe — hA+ gV2A (28)

Integrando por partes el término del gradiente y con las condiciones para el borde
pléstico dA

SdA=0 o (Vd\)Tvy=0 (29)
resulta
SN-nT Eqde + (h +nTE,m)]d) + / g(VaANT (VAN dQ = [ SAF;dQ  (30)
Qy Qx Q5
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3.2. Formulacién de elementos de continuidad C!

En esta formulacién propuesta por de Borst y Miihlhaus' aparecen derivadas primeras
del campo de desplazamientos y derivadas de segundo orden del multiplicador plastico.
En consecuencia, la discretizacién del campo w requiere funciones de interpolacion IN de
continuidad C°, y la discretizacién del campo de deformaciones, funciones B derivadas
de N

u=Nd , e=Bd (31)

La discretizacion del gradiente del multiplicador plastico resulta
Vi=Q"™Xx , Q"'=VH" (32)
v la discretizacién correspondiente al Laplaciano de multiplicador plastico
ViIx=P'Xx |, PT=Vv?H”T (33)

Sustituyendo las discretizaciones anteriores en las ecs. (25) y (30), se obtiene el set de
. .13
ecuaciones algebraicas

Kaa Ka)\ AE _ .fe*fi (34)

Kya Ky \AA I

Con las matrices
K., = | BTD*BdQ, (35)
Q

K, = / BE.mHTIQ |, Ky, =— / Hn"E,BdQ, (36)

Q Q
Ky = / [(h+n"E;,m)HH" — gHP")dS, (37)

Q

los vectores de fuerzas nodales externas y de esfuerzos internos

fo= / Nt dl' , fi=-— / B ;d0 (38)
N Q

y el vector de fluencia

fA:/QHF]-dQ (39)
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3.3. Formulacién de elementos de continuidad C°

Para permitir el uso de funciones de interpolacién de continuidad C° para el campo
del multiplicador plastico, se introducen nuevas variables

oA O O\

T = 7. > vy = 3. z = 4. 40

90 0y o2 - De este modo el gradiente del multiplicador

reunidas en el vector ® = |
pléstico es
Vi=2& (41)
y el Laplaciano de A

OXN  OX O
Vil= "+ 4+ = =V"p, 42
ox * Qy * 0z (42)
El producto escalar entre el operador V7 y el vector @ equivale al operador divergencia.
Los tres campos incégnita son u, A y ®. Utilizando el procedimiento de penalizacion,

se formula la ecuacién variacional
/ E(VA —®)T[V(6A) — 6®]dQ2 = 0, (43)
Q

donde k = E? es el factor de penalizacién, con E igual al médulo de Young. En forma
incremental la ec.(43) queda expresada como

k / SAVT[V(dN) — d®)dQ — k / S®T[V(dN) — d®]dQ = 0 (44)

Las funciones de interpolacién H son ahora de continuidad C?, y la interpolacién del
campo de variables ® es B
d = PP (45)

donde el vector ® contiene valores nodales y la matriz P es similar a N. En esta
formulacién todas las funciones de interpolacién de N, H y P son de continuidad C°.

Discretizando las tres ecuaciones fundamentales ecs. (25), (30) y (44) resultan el sigu-
iente sistema de ecuaciones algebraicas escrito en forma matricial

Kaa Ka)\ 0 0 0 0 AE fe - fz
Ky K Ky, | +k|0 K5, K3, AX] = £ (46)
0 0 0 0 Kg,' K¢, AD 0

con las submatrices Kgq, Kax v Kaq dadas por ecs. (35) y (36), y las submatrices
K, y Ky, definidas como

Ky, = / (h+n"E;m)HH"dQ |, Ky, =— / gHVT PdQ (47)
Q Q
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T Q ] a c c c a 3
Las submatrices K¥,, KWP y KNP se definen como

K¢, = /Q QQ"d , K¢, = /Q P'PI) | K5, = /Q —QPdQ (48)

En esta formulacién todas las funciones de interpolacién incluidas en N, H y P son
de continuidad C°.

3.4. Caso bidimensional

En la aproximacion de elementos finitos el campo de desplazamientos bidimensional
u = (u,v) se interpola en cada elemento de acuerdo a

w=Nd= 3 N n)d. (49)

i=1mn

siendo la matriz de funciones de forma y el vector de desplazamientos nodales

N; 0 [

vy n el nimero de nodos por elemento.

En estado de deformaciones planas €, = 0, se utiliza el vector de deformaciones £ =
[€2, €y, Vays €] ¥ €l de tensiones o = [0y, 0y, 04y, 0.]. En el estado de tensiones planas
o, =0, el vector de deformaciones € = [e,, €, Vay] ¥ €l de tensiones & = [0, 0y, 04y].

Las relaciones de plasticidad dependientes de gradientes pueden obtenerse directamente
a partir del caso continuo general, omitiendo los componenetes de corte fuera del plano y
haciendo ¢, = 0.

3.5. Plasticidad de gradientes de Huber-Von Mises

La funcién de fluencia dependiente de gradientes de Huber- Von Mises puede escribirse

F =\/3Jy — 0*(k,V?K) (51)

donde J; es el segundo invariante del tensor deviatdrico de tensiones y o* la tensién de
fluencia. Incorporando la matriz simétrica P, que para el estado de deformaciones planas
resulta

2/3 —1/3 0 —1/3

| -1/3 2/3 0 -1/3 8
P=1 0 0 2 0 (52)
-1/3 =1/3 0 2/3
la funcién de fluencia puede expresarse
2 2
F= (gaTPa) —o*(k, V?K) (53)

1169



MECOM 2002 — First South-American Congress on Computational Mechanics

El gradiente de la funcién de fluencia es

oo OF _ L} (54)
do  2(207Po):

Para determinar el valor de la constante 1 se adopta la siguiente hipétesis de ablan-
damiento
k=LEyQe! (59)
con Q = diagl[l,1, %, 1] para el estado plano de deformaciones. Sustituyendo la tasa del
vector de flujo plastico ¥ = An en la definicién de # y considerando que PQP = P se
obtiene
o= A (56)

resultando n = 1.

4. METODO MIXTO DE DEFORMACIONES ENRIQUECIDAS
4.1. Teorema variacional de Hu-Washizu para Elasticidad

El método de deformaciones enriquecidas es una alternativa del método mixto de el-
ementos finitos’. Tiene sus origenes en los primeros trabajos que utilizaron modos de
desplazamientos incompatibles, sin embargo no presenta las deficiencias que los caracte-
rizaba. En el siguiente trabajo se utilizara el Principio Variacional de Hu-Washizu (HW),
basado en la formulacién mixta. El fin de la misma es disminuir los requerimientos de
las funciones de interpolacién de las variables del problema y al mismo tiempo, elevar el
numero de éstas ultimas: desplazamientos, deformacion y tensiones. El Principio Varia-
cional de Hu-Washizu, fue desarrollado simultdneamente por Hu' y VVashizug7 siendo el
principio general de la Teoria de la Elasticidad

(u,0,€) = E/ET:E:EdQ—l-/ET:S:sOdQ—&-/0'T~(V5u—€)dQ
2 Jo Q Q
(57)
— / u” - b,dQ — / u” - tdl — / w - (u” —@)dl' = Estacionario
Q I, r

u

Siendo u el vector desplazamiento, o el tensor de tensiones, € el tensor de deformaciones
totales, £ el operador material eldstico, b, el vector de fuerzas volumétrica y £ el vector de
fuerzas externas. Por simplicidad, se ignoraran de ahora en més los términos dependientes
de deformaciones iniciales €°, de fuezas internas volumétricas y las condiciones de borde
impuestas para desplazamientos w. Se denominard con W, (u) al trabajo de las fuerzas
externas. La expresion simplificada resulta

1
(u,0,€) = 5 / el £ ed+ / ol (Viu — €)dQ — Wi (u) = Estacionario (58)
Q Q
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Sobre la base del Principio Variacional H-W ec.(58) fueron formulados varios elementos;
otros fueron formulados matematicamente a partir del mismo, pero considerando modos
incompatiblesg.

Por ejemplo, el elemento QM6 fue desarrollado por Taylor, Beresford y Wilson'’ para
mejorar el comportamiento bajo solicitaciones de flexién del elemento bilineal compatible
@4; vy el elemento Q1F4, fue formulado por Simo y Rifai’ en el marco de la Formulacién
Mixta de desplazamientos y deformaciones.

El tensor deformacion se expresa en forma aditiva como la suma del gradiente simétrico
del vector desplazamiento V*u y el tensor de deformaciones enriquecidas €*

e(u,e") =Vu+e* (59)

El Principio Variacional de Hu-Washizu resulta

1
M(u,o,e") = 5 /Q(Vsu +e)7 & (Viu+ €9)]dQ — i ol edQ — Wo(u)  (60)

La estacionaridad de ec.(60) estd dada por

o _ /Q(Vséu)T L€ (VS““LE*)]dQJr/

o = seT € (V%H—s*)—cr]d@—/ SaTe*d—W, p(du) = 0

Q Q
(61)
Las ecuaciones de Euler del Principio HW son:
1) Ecuacién de Equilibrio
/ (Low)” - [€ : (V*u + &")]dQ — Wi (6u) = 0 (62)
Q
2) Ecuacién de Compatibilidad
/ sol - e*d =0 (63)
Q
3) Ecuacién Constitutiva
/ 5T [€ : (Vou + %) — o]d = 0 (64)
Q

La ec.(63) implica que el campo de deformaciones enriquecido, en sentido integral en
cada elemento, debe desaparecer en la solucion, al igual que el equilibrio y las ecuaciones
constitutivas. Por lo tanto no serd necesario forzar la continuidad de €* entre elementos.
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4.2. Aproximacion de elementos finitos

El campo de desplazamientos aparece derivado (primer orden ) mientras que los campos
de tensiones y de deformaciones enriquecidas aparecen sin derivar. De acuerdo a esto, el
campo de desplazamientos se aproximard con funciones IN de continuidad C° | y el de
deformaciones standard con funciones B , derivadas primeras de N

u(€)=N(&d , Vu)=DB)d (65)

donde & = (&, n) representa el sistema coordenado isoparamétrico.

Los campos de tensiones y de deformaciones enriquecidas se interpolan con funciones
G,yG
respectivamente, ambas de continuidad C~!

o(()=G,(Qa , €(() =G (66)

La eleccién de funciones de interpolacién G, apropiadas dependerd de la eleccién de
las funciones de interpolacién G. Las condiciones de dichas funciones fueron establecidas
. e 6
por Simo y Rifai .

4.3. Procedimiento de solucién para Elastoplasticidad

Una vez realizada la discretizaciéon de elementos finitos, el Teorema Variacional de
Hu-Washizu se aproxima sumando las integrales sobre cada elemento

I(u,o0,e") =1l,(u,0,e%) =~ ZHe(u,a,E*) (67)

La estacionaridad de HW para cada elemento coincide con ec.(61).
Las ecuaciones de Euler del Principio HW quedan expresadas en la forma

1) Ecuacién de Equilibrio

/ (Low)T - (€)dS — Wons(510) — 0 (68)

2) Ecuacién de Compatibilidad

/ sol - e*d2 =0 (69)
Q

3) Ecuacién Constitutiva

/ de* - lo(e) —ald2 =0 (70)
Q
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Con la eleccién del campo de tensiones o” ortogonal al de deformaciones enriquecidas
* . . . . L .
e"”, el primero resulta eliminado en la aproximacién de elementos finitos. El problema
L . . . . . . 9
variacional discretizado conduce al siguiente sistema de ecuaciones nolineales:

Z[fznt - fea:t] =0

. (71)
h.=0
Siendo:
fint = | Bla(e")dQ, (72)
Qe
h. = / G o (e")dQ (73)
Qe

v fext €l vector de fuerzas nodales externas.

La solucion de este sistema de ecuaciones se encuentra mediante el Método de Newton
v la condensacion de los grados de libertad @ a nivel de elementos.

El algoritmo solucién, en el marco de la Elastoplasticidad es:

1) Actualizacién del vector de desplazamientos nodales en la iteracién ¢ + 1
d"=d +Ad (74)
2) Actualizacién del pardmetro @ en el elemento.

B ko1'Adl — R
k22i

az+1 — az

; (75)

donde el residuo de elementos h' y las matrices de elementos ka2 v k21" son calcu-
lados en la iteracién ¢ con el pardmetro &

3) Célculo del vector deformacién total

it — Bitlg 4 Git'a (76)

4) Célculo de o*! y la Matriz elastopldstica consistente E,, ™.

Actualizacién de pardmetros de estado internos.

5) Integracién de las matrices de elementos

ki = / B"E,,""'BdQ (77)
Qe
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Koy — / B"E., "' BdQ, (78)
Qe
ko = G'E.,/"BdQ |, kiz=kau' (79)
Qe

y vectores residuos pertenecientes a elementos

h'H—l — / GTa,i+1dQ (80)
Qe

‘finti+1 — / BTO'i+1d£2 (81)
Qe

6) Célculo de la matriz de rigidez tangente y fuerza interna modificadas

ko' tl = kit — (’Cz1l‘+1).T’*ﬂ21i+1 (82)

k222+1

) ) k i+lhi+l

fint02+1 = .fintH—l - 217,0“ (83)

k2o

7) Caélculo de la solucién para un nuevo incremento del vector desplazamiento.

R0i+1 = Z[fezt - finti+1] (84)
Kot = ko't (85)
Ad™! = K TRy (86)

8) i =14+ 1, continda en 1

La convergencia se alcanza cuando | Ro"™ |< tol . El procedimiento de condensacién
exige que la matriz de elementos ksg sea no singular.

5. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se presenté un modelo constitutivo elastoplastico para campos
bidimensionales basado en la Teoria de Gradientes. Los desarrollos incluyen las soluciones
algebraicas de gradientes superiores de deformaciones en sistemas planos, lo cudl consti-
tuye un hecho no trivial. La aplicaciéon de dicho modelo en discretizaciones de elementos
finitos basados en formulaciones compatibles demuestran en este trabajo la viabilidad
y eficiencia del modelo y algoritmos desarrollados. Asimismo, la consideraciéon de cam-
pos discretizados mediante elementos finitos mixtos plantea interrogantes de importancia,
cuyo analisis constituye el objetivo de los trabajos aqui abordados.
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