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Resumen: El método de doble malla ha sido presentado en comunicaciones de congresos
anteriores, como un procedimiento con €l que se pueden obtener soluciones muy precisas con
mallas relativamente gruesas, tras ponderar a cada una de ellas con un adecuado factor de
participacion.

Basado conceptualmente en la teoria de mezclas de materiales compuestos de varias fases,
oportunamente se han mostrado las posibilidades y ventajas de dicho procedimiento en su
aplicacion a problemas elipticos en general, de evolucion y de autovalores.

En este trabajo se presenta la aplicacion del método a problemas de elasticidad
bidimensional (tensiones planas) y, particularmente, a problemas de placas delgadas bajo
diferentes condiciones de apoyo.

A fin de verificar la bondad de los resultados se han referido los ejemplos a problemas que
poseen solucion analitica 6, en su defecto, a los valores obtenidos con una malla
suficientemente densa, de modo que expresara una buena aproximacion a la solucion.
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1. INTRODUCCION

1.1 En quéconsiste

El método de la doble malla, o malla compuesta, fue introducido por Sonzogni et al.
(1996)*, Bergallo et al. (1998)? con la finalidad de: i) estimar errores de discretizacion,
inherentes al método de los elementos finitos, y ii) obtener una solucion mejorada sin €
agregado de un costo computaciona significativo, ni requerimientos de postprocesamiento de
las soluciones numéricas halladas.

Ha sido presentado en comunicaciones de congresos anteriores, mostrandose |o ventajoso
de su aplicacion a problemas elipticos en general, de evolucion y de autovalores®.

Basado conceptualmente en las teorias de mezclas de materiales compuestos de varias
fases que comparten un mismo volumen®, e método en si consiste en la yuxtaposicion de dos
mallas sobre un mismo dominio, forzando la conexion en los nodos comunes a ambas, y
afectando a cada una de ellas de sendos factores de participacion o ponderacion,
convenientemente escogidos.

1.2 Alternativas de implementacion

A partir de lo sefialado, € método admite dos vias aplicativas:

a) Mediante una versién h, consistente en la superposicion de una malla gruesa, de paso de
discretizacion (tamafio del elemento) hy, y otra fina, de paso h,. Generalmente, aunque €llo
no es excluyente, se procura que esta Ultima sea un refinamiento de la primera y que la
conexion entre ambas se produzca en los nodos de lamalla gruesa.

Ambas mallas, si bien individualmente proveeran una diferente solucién discreta, poseen €l
mismo grado de funcion interpol ante.

Este es el camino seguido en e presente trabajo, adoptandose mallas estructuradas para
discretizar el dominio, en modo tal que el paso h, delamallamés fina se reduzcaala mitad
del delagruesa. Esdecir, hy =2 h,.

b) Por medio de una version p, en la cua las mallas se yuxtaponen teniendo € mismo
tamarfio de elementos, pero con distinto nimero de nodos, de modo que lo que cambia es la
funcion interpolante en cada unade ellas.

De la misma manera que lo sefidlado en el caso anterior, la conexion se practica en los
nodos comunes.

Esta via, s bien favorece e tratamiento geométrico del dominio, presenta mayores
dificultades para la determinacion de los factores 6ptimos de participacion, por lo que es
objeto de desarrallo.

1.3 Uso como estimador deerror

El Méodo puede ser aplicado como estimador de error a posteriori, utilizandose, por
gemplo, el mismo coeficiente de peso para las dos mallas. Las magnitudes de las fuerzas de
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interaccion que se producen en los nodos comunes, procurando igualar € comportamiento de
ambas, compatibilizandolo, sirven de base paraformular las pertinentes estimaciones.

En los trabajos de Bergallo et al.>°, se vuelcan desarrollos realizados al respecto.

1.4 Uso como mejorador dela solucién

Su empleo como mejorador de la solucion es objeto del presente trabagjo y del contenido de
los parrafos que siguen.

2. FUNDAMENTOSDEL PROCEDIMIENTO

Seandosmallas T,; y T,,, de pasos h; y h,, respectivamente, en las que h;>h,.
Llamando con

Au, = f1 )

al sistema de ecuaciones que debe resolverse por € método de los elementos finitos, para un
problema dado, empleando lamalla T, |y

AUy, = f12 2

a mismo sistema de ecuaciones, completado con ceros para igualar las dimensiones del
sistema

A, =1, ©)
correspondientealamalla T,,.

El método de la doble malla propone la mezcla de ambos sistemas de ecuaciones, de tal
manera que

(oA, + (1— o) Ay Uy Uy, = (of , + (L-) f1,) 4)

siendo unnp la solucion aproximada de la malla compuesta.

Como se observa en (4), los factores de ponderacién son tales que, para o = 1 se tiene €
problemaoriginal delamallafina y para =0, € delagruesa

Es evidente, conforme surge de dicha ecuacion, que tales factores habran de incorporarse a
la matriz de rigidez del sistema (v.g. afectando € maodulo de elasticidad) y a término de
carges.

La determinacion de dichos coeficientes de peso puede redizarse a partir de la
extrapolacion de Richardson®.

Con este procedimiento, que permite mejorar la solucién partiendo de los resultados
hallados para dos mallas alas que se les aplicd € mismo tipo de elemento, si se hace h; =2hs,
se puede expresar la solucion extrapolada como
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2° 1
(zp_l)th_ Uy

Uningr =

5
(2°-p ™ )
siendo p € orden numérico aproximado del método, Uy (i = 1, 2) las aproximaciones a la
solucion exacta U asociada a las malas T,; (i =1, 2), e indicandonos U, que la

extrapolacién hasido aplicadada entre los pasos h; y hs.
En funcion de lo expresado, los factores de peso a emplear seran

2P
o=
(2° -9

(6)

paralamallaméasfina, y

1

1-o) :—(2p )

™)

paralagruesa.

La determinacién del orden numérico aproximado del método, p, se puede establecer a
partir de las relaciones que se obtienen del planteo de la solucion buscada U , valuada en un
determinado nodo i la cual, parados mallas sucesivas T,; (i =1, 2), estd dada por

U=U,+0(h")
U :Uh2+o(th) (8)
De ello se deduce que

th_UmEhlp_th (9)
Uh3_Uh2 th_hsp

En particular, s e refinamiento entre una y otra malla se limita a la mitad, es decir

h1:2h2:4h3, setendra
Y=Y _ 5 (10)
Um_um

Esta expresién permite evaluarlo a partir de una multigrilla, y ha sido el procedimiento
empleado en las aplicaciones subsiguientes.

3. APLICACIONES

3.1 Problema de elasticidad bidimensional

Como primer gjemplo de aplicacion, se resolvid un caso de tensidn plana, consistente en un
tabique de espesor unitario empotrado a pie (viga cantilever), de dimensiones 3 (base) x 9
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(altura), sometido a una carga lateral uniformemente repartida de intensidad g = 1. Se
consideré un médulo de Young E = 1y un valor nulo parael coeficiente de Poisson.

El objeto ha sido determinar el desplazamiento horizontal en el punto central del extremo
superior (x =1,5; y = 9) y compararlo con la solucién analitica exacta dada por Timoshenko y
Goodier (desplazamiento en x = 396,8)".

Su resolucion se hallevado a cabo por dos vias:

1. La solucion estandar por elementos finitos para mallas simples sucesivamente més
densas, en las cuales e tamario de los elementos de cada una de €llas fue reducido a la mitad
delos de la precedente.

2. Lasolucion aplicando €l método de la malla compuesta, ponderando a cada componente
con un adecuado factor de participacion.

Para implementarlas se ha empleado € sistema GiD-Calsef , aplicando elementos lineales
cuadriléteros de cuatro nodos.

El nimero de mallas planteadas siguiendo el primero de los caminos sefialados, ha sido de
seis en total, lo que ha permitido formular cuatro estimaciones del orden, por aplicacién de
(20). Los resultados de la cuarta de €llas, que han sido valuados solo en los nodos que
coincidian con los de la grilla de mallas intervinientes en la segunda estimacion, a fin de
conocer latendencia del orden p, se consignan en laTabla 1.

Tabla1: Valores 2P (p: orden del método)

x\y 15 3,00 4,50 6,00 7,50 9,00
0,00 371 3,85 3,89 391 3,92 3,93
1,50 3,71 3,85 3,89 3,91 3,92 3,93
3,00 3,71 3,85 3,89 3,91 3,92 3,93

Claramente se observaque 2P = 4, porloque p=2.

Por aplicacion de (6) y (7) se tendrén, respectivamente, oo = 4/3y (1-) = -1/3.

En la Figura 1 se grafican los resultados obtenidos, refiriéndolos a la solucion exacta
antedicha. El valor consignado para el caso de la malla simple 1x3 responde a promedio de
los dos nodos del extremos superior.

Se puede apreciar que el Método de la Doble Malla funciona correctamente para o = 4/3,
aun para combinaciones de mallas pobres en cuanto a su densificacion, corroborandose los
resultados obtenidos para otros ejemplos de aglicaci ones en elasticidad bidimensional ya
dados a conocer en anteriores comunicaciones™3~.

El tiempo de cpu para combinaciones de mallas compuestas, précticamente no difiere del
de la mala més fina que entra en la grilla considerada, particularmente en las primeras
combinaciones, a partir de las cuales ya es posible obtener una solucién notoriamente
mejorada.

Al haberse realizado la estimacion del orden p, se observé la tendencia a bajar del término
2P, a medida que los nodos donde se lo evaluaba se acercaban al empotramiento, lo cual
evidencia una alteracion en el orden de convergencia en las cercanias de los vincul os.
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Figural
Viga cantilever : aproximacion al desplazamiento exacto del punto central del
extremo superior, empleando mallas simplesy compuestas (o. = 4/3)..

3.3 Problemas de placas delgadas

Como segundo caso de aplicacion se abordaron problemas vinculados a placas. En este
tipo estructural se utilizé €l elemento de placa cuadrilétero de 4 nodos, con deformaciones de
cortantes lineales, de clase Co, incorporado a sistema GiD-Cal sef.

El tratamiento se restringio a placas delgadas, de geometria cuadrada y sometidas a una
carga uniformemente repartida en todo su dominio, bajo diferentes condiciones de apoyo.

Al igua que lo hecho con e caso de elasticidad bidimensional, se planted la solucién
esténdar por elementos finitos y la solucion para mallas compuestas, ponderéndolas de la
misma manera, es decir, o = 4/3 (paralamallamésfina) y (1-o) = -1/3 (parala mas gruesa).

3.2.1 Caso 1: placa con apoyos puntuales en los vértices

Se considerd una placade lado a = 1y espesor t = a/10, tomada con un apoyo puntual en
cada vértice, permaneciendo libre el resto del contorno.

Se graficaron los resultados para el caso de la flecha en el centro de laplacay flechaen €
centro de los lados (figs. 2 y 3).

Los mismos han sido referidos a los de una malla densa de 128x128 elementos |os cuales,
en un caso (centro de la placa), esta por debajo de las soluciones halladas por Marcus y
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Ballesteros-Lee®, y en el otro (centro de los lados), es intermedio para las mismas referencias,

seglin se muestraen tabla 2.

Como acontecio con € caso de tensién plana analizado en 3.1, se obtienen resultados

mejorados aplicando el factor oo = 4/3, sin incremento apreciable en el tiempo de méguina.

Tabla 2: Flechas para placa cuadrada apoyada en las esquinas y
carga uniformemente distribuida (w = agL*/D)

Placa delgada con apoyos puntuales en su vértices: aproximaciones alaflechaen el nodo central de laplaca,

Malla 128x128 (ref.) Marcus Ballesterosy Lee
Centro de laplaca 0,0256 0,0281 0,0265
Centro de los lados 0,0179 0,0180 0,0170
Multiplicador gL.¥D
110,00
9 3
g 8 3 8
X + =1 < < < X
g g 3 5§ & 3§
100,00 H 3 i ; A & A o ¢
—~ A °
& 9500 L4
&
‘o
g 90,00 -
3 &
S 8500 *
<
80,00
75,00
@ M. Simples
70,00 A M. Dobles
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
NeMalla
Figura.2

empleando mallas simples y compuestas (o. = 4/3), referidas ala de una malla de 128x128 elementos.
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Fig.3
Placa delgada con apoyos puntuales en su vértices: aproximaciones alaflechaen el nodo central de los lados
empleando mallas simplesy compuestas (o. = 4/3), referidas ala de unamalla de 128x128 elementos.

3.2.2 Caso 2: placa con dos lados opuestos simplemente apoyados

Con la pretension de observar € comportamiento de las mallas compuestas a ir
vinculando progresivamente la placa, a la del gemplo de 3.2.1, se le modificaron las
condiciones de apoyo. En este caso, se la tomd con apoyos simples en dos lados opuestos,
bajo condiciones de contorno “fuertes’ (descenso y giro sobre el borde apoyado nulos), en
tanto que los dos restantes permanecieron libres.

En lasfiguras 4 y 5 se volcaron |os resultados para el caso de la flecha en € centro de la
placay en el centro de los lados libres, respectivamente.

Como en €l anterior, fueron referidos alos de una malla densa de 128x128 el ementos, |os
cuales se consignan en tabla 3.

Los resultados obtenidos vuelven a poner de manifiesto el buen comportamiento del factor
o = 4/3 , megjorando la solucidn que se obtendriaindividualmente con lamallafina

Tabla 3: Flechas para placa cuadrada, simplemente apoyada en dos |ados opuestos
y carga uniformemente distribuida (w = ogL*/D)

Malla 128x128 (ref.)
Centro de laplaca 0,0131
Centro de los lados 0,0150
Multiplicador gL¥D
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Placa simplemente apoyada en dos |ados opuestos: aproximaciones ala flechaen el nodo central de laplaca,
empleando mallas simplesy compuestas (o = 4/3), referidas ala de unamalla de 128x128 elementos.
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Figura5
Placa simplemente apoyada en dos lados opuestos: aproximaciones alaflechaen el centro de loslados libres,
empleando mallas simplesy compuestas (a. = 4/3), referidas ala de unamalla de 128x128 elementos.
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3.2.3 Caso 3: placa con los cuatro lados simplemente apoyados

Continuando con & aumento progresivo de los vinculos, se tom6 a la placa con apoyos
simples en los cuatro lados, siempre bajo condiciones de contorno “fuertes’, mas compatibles
con el comportamiento de las placas delgadas.

En lafigura 6 se presentan los resultados de laflecha en el centro de laplaca

Al igual quelo hecho en los casos precedentes, ellos fueron referidos @ de una malla densa
de 128x128 elementos, segln tabla 4.

Como acontecid con los casos precedentemente analizados de placas delgadas, vuelve a
corroborarse el buen comportamiento del factor o = 4/3 escogido.

Tabla4: Flechas para placa cuadrada, simplemente apoyada en bordes
y carga uniformemente distribuida (w = ogL*/D)

Malla 128x128 (ref.) Timoshenko (exacta)
Centro de laplaca 0,0040644 0,0040619
Multiplicador gL’/D

102,00

101,00

» 16x161+32x32
@ 3232

B 32x321+64x64
@ 64x64

¢ 128X128

100,00

P 4x4+8x8
P 8x8+16x16
@ 16x16

& 8x8

99,00

98,00

Aproximacién (%)
@ 4x4

97,00
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95,00
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Figura6
Placa cuadrada ,delgada, simplemente apoyada en sus cuatro lados: aproximaciones alaflechaen el centro
empleando mallas simplesy compuestas (o. = 4/3), referidas ala de una malla de 128x128 elementos.

4. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha mostrado un gjemplo de aplicacion del método de la doble mallaaun
caso de tensiones planas, confirmando los beneficios del mismo en el mejoramiento de la
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solucion, como fuera informado en anteriores comunicaciones, potenciandola
significativamente alin para combinaciones de mallas poco densas.

Asimismo, se ha introducido la aplicacion del procedimiento al caso de placas delgadas
bajo diferentes condiciones de apoyo. En todos ellos los resultados han sido positivos,
poniendo de manifiesto que, con mallas relativamente gruesas, ha sido posible mejorar la
aproximacion a la solucion de referencia hasta valores que normamente se obtienen con
mallas més finas.

Si bien e método ha tenido un desempefio satisfactorio en placas delgadas, es de observar
gue, para los casos andizados, y en funcion del elemento empleado, la mejora en los
resultados ha tenido una convergencia a la solucién esperada menos répida que para lo
acontecido en las aplicaciones a problemas de elasticidad bidimensional.

En todos los casos su aplicacion no precisa de la realizacion de ninglin post-procesamiento
de los resultados. Del mismo modo, €l nimero de ecuaciones a resolver aplicando € método
de la malla compuesta, iguala a de la malla més fina contenida en la combinacion, por lo que
el tiempo de maguina insumido para resolver las mismas préacticamente no presenta
diferencias.
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