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Resumen. En este trabajo se describen dos métodos para integrar numéricamente en
el tiempo las ecuaciones del movimiento de la dindmica de sistemas multicuerpos, uno
que conserva la energia total del sistema y otro que introduce una disipacion para las
oscilaciones espireas de alta frecuencia no deseadas de origen numérico. Se examinan en
detalle los aspectos de la formulacion de ambos esquemas, las propiedades de conservacion
y disipacion segun el caso en presencia de restricciones algebraicas y la incrementacion
de las rotaciones finitas. La performance de ambos métodos se muestra a través de tres
ejemplos: un sistema masa-resorte no lineal, un péndulo doble y un trompo simétrico en
un campo gravitacional.
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1. INTRODUCCION

La integracién de ecuaciones algebraicas-diferenciales (DAE) de segundo orden e indice
2, conduce a inestabilidad numérica cuando se usa un método de integracién de la familia
de Newmark debido a las restricciones algebraicas, que se manifiesta a través de oscila-
ciones crecientes en la respuesta en aceleraciones. Introduciendo una pequena disipacion
en el algoritmo para las altas frecuencias se logra controlar esta inestabilidad, mante-
niendo la estabilidad de la integracién en dindmica lineal con restricciones (por ejemplo,
esquemas HHT? y método « generalizado de Hulbert?).
Fn presencia de no linealidades la estabilidad no puede ser verificada por métodos usuales
de anadlisis, basados en el estudio de las propiedades de la matriz de transicién del es-
quema. Una alternativa para asegurar la estabilidad de la solucién es mediante esquemas
que garanticen la conservacion de la energia mecanica total del sistema en cada paso de
tiempo. Pero esta estabilidad incondicional no garantiza una performance satisfactoria
del esquema cuando aparecen las oscilaciones antes mencionadas, netamente de origen
numérico. Se hace entonces necesario desarrollar esquemas alternativos. Una metodologia
que conduce de manera sistematica a la obtencion de esquemas disipativos es el Método de
Galerkin Discontinuo en el tiempo,? inicialmente desarrollado para ecuaciones hiperbéli-
cas. En un trabajo anterior? desarrollamos en detalle el esquema conservativo propuesto
por Géradin.® En este trabajo lo retomamos para construir un esquema que garantiza la
estabilidad del proceso de integraciéon numérica y ademds introduce disipacién numérica
para las oscilaciones de alta frecuencia.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Dado un sistema mecénico conservativo descripto en términos de N coordenadas ge-
neralizadas q y sometido a R restricciones algebraicas

®(q) = 0, (1)

sus propiedades dindmicas pueden derivarse de una descripcién adecuada de su energia
potencial ¥V = V(q) y de su energfa cinética, la cual puede expresarse, sin pérdida de
generalidad, mediante la forma cuadratica

K= %vTMv. (2)

La matriz (M x M) de inercia M puede asumirse constante, simétrica y definida positiva,
ya que asumimos que las velocidades v estdn expresadas en un marco material. Estas
dltimas son tratadas como cuasi-coordenadas y toman la forma de combinaciones lineales
de las derivadas temporales de las coordenadas generalizadas

v = L(q)q, (3)

siendo L(qg) una matriz (M x N). La desigualdad A < N cubre el caso en el cual la
descripcién de las velocidades angulares se hace en términos de parametros de rotacién
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redundantes, como por ejemplo parametros de Euler. En este caso, la redundancia entre
parametros debe ser removida agregando restricciones apropiadas al conjunto de restric-
ciones globales (1). Las ecuaciones de movimiento resultan de la aplicacién del principio
de Hamilton:

6/; {%«UTMU —uT (v—L(q)g) — V(q) — )‘Tgp(q)} d— 0 @

Notese que realizando la variacién en las variables g, A, v y g sucesivamente:
— la variacién de los multiplicadores p nos devuelve las ecuaciones de velocidad (3)
— la variacién de los multiplicadores A nos devuelve el conjunto de restricciones (1)

la variacién dv muestra que los multiplicadores p tienen el significado de los mo-
mentos generalizados
p=Mv (5)

— de la variacién de desplazamientos generalizados g obtenemos
2 v 0T 0
5qT(f—f—>\+— Lg)” >+6qTLT }dtzo 6
e (<5 = A g [ n 0
de donde obtendremos las ecuaciones de equilibrio.
Integrando por partes (6)

t2
[6qTLTu}Z+/ 5q”

t1

v e 9 oo d
{—a—q—a—qM%[(Lq) pl-— (L u)}dt:‘) (7)

Combinando luego (5) y (3) obtenemos
n=ML(q)q (8)

Asi, las ecuaciones de movimiento toman la forma de un sistema de ecuaciones algebraicas-
diferenciales de primer orden, en las variables q, @, vy A:

% . 0 .
L"p+ 9q +B"A+ L p — 9 [(Lg)"n] =0
. 9
n—ML(q)g =0 ©)
P(q) =0
donde B = 09/0q en la ecuacién (9-a) es la matriz Jacobiana de las restricciones. Es
importante notar que los dltimos dos términos en (9-a) pueden escribirse en la forma

- 2 [(Lg)TH] = G (10)
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donde la matriz G(p) tiene como componentes:

oL, OL:
G, = Z”"( i aqu> (11)

gy

La antisimetria de (11) es inmediata. Luego, la forma final de las ecuaciones de movimiento
resulta:

%
L"p+ — +B" A+ G(n)q

dq
u— ML(q)q
®(q) =0

=0
o (12)

3. APROXIMACION DE GALERKIN CONTINUA

3.1. Discretizacién de las Ecuaciones de Movimiento

n+1
tn+1/2

Figura 1: Interpolacién en la aproximacién de Galerkin Continua

En la aproximaciéon de Galerkin las ecuaciones de movimiento se satisfacen en forma
débil (forma integral). La aproximacién de Galerkin de las ecuaciones de movimiento (12)
se escribe como

1
g / A (4 — LM ) drt
-1

1
ﬁ/ Ay (p + L TGq + L + L-TBTA> dr=0 (13)
2/, 0q

donde h es el tamaifio del paso de tiempo y 7 una variable de tiempo adimensional (7 =
—10en t; y 7 = 1,0 en t). Usando funciones de interpolacién continuas lineales por
tramos para los desplazamientos y los momentos generalizados (figura 1) y funciones
de test discontinuas y constantes por tramos A; y As, se obtiene la siguiente expresién
aproximada usando una regla del punto medio:

1 - 1 )% T _
ELnJr% (Hns1 — pn) + EGn+%(qn+1 —qn) + (911)"+1 + B7L+%)\TL+% =0 (14)
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La matriz L_, 1 dependerd de la parametrizacion de rotaciones adoptada. En este trabajo

7L+§
se utiliza una parametrizacién tal que esta matriz resulta constante. De (13) se obtiene

también la siguiente relacién entre las velocidades v y las coordenadas generalizadas q

1 1 1.
Ln+%ﬁ(qn+l - qn) = E(anrl + vn) = §M l(lj‘n+1 + /J'n) (15)

Finalmente, combinando (14) y (15) llegamos a las ecuaciones discretas

> 2 . w o
1
+ EGané(qTL‘H - qn) =0 (16)

que se resuelven de manera iterativa para obtener g,41 y A, 1

3.2. Conservaciéon de la Energia en el Esquema Discreto

La energia total del sistema es £(q, ¢) = K(q) + V(q) donde la energfa cinética tiene
como expresion K = % M~y la energia potencial V(q) es una funcién de las coorde-
nadas generalizadas q. El cambio de energia total en un paso de tiempo puede evaluarse
calculando el trabajo realizado por las fuerzas eldsticas, de restriccién y de inercia.

Para probar la conservacién de la energia total del esquema discreto, multiplicamos (14)
por el salto de desplazamientos Aq = (g,+1 — g,) en un paso de tiempo

1 . 1 -
7(qn+1 - qn)l Ln+%(l~"n+l - Il'n) + E(q’"ﬁf’l - qn)l Gn+é(qn+l - qn)Jr

h
av
(qn+1 - q")T —+ (qTL+1 - qﬂ)TBZ_'.l)\nJrAl =0 (17)
aq n+% 2 2

Vemos que el primer sumando, con ayuda de las relaciones (15), es el salto de energia

cinética en el paso de tiempo.

1

1 B
@it = @) Loy (s = ) = 5 (B + )" M (s — ) = AR (18)

El segundo sumando, debido a la naturaleza antisimétrica de la matriz G, resulta idénti-
camente nulo.

1

E(anrl - qn)TG7L+%(qn+1 - qn) =0 (19)
En el término correspondiente a las fuerzas provenientes del potencial V, reemplazamos
la derivada en el punto medio (0V/0q),, +1 por la aproximacién (9V/0q) 41 (derivada
direccional discreta®) que satisface la siguiente condicién:

aV\"
(Qn+1 - qn)T (F) = Vn+1 - Vn (20)
q 1

n+3z

1573



MECOM 2002 — First South-American Congress on Computational Mechanics

Por 1ltimo, en el término correspondiente a las fuerzas de restriccién usamos nuevamente el
concepto de derivada direccional discreta, donde ahora la matriz Jacobiana de restricciones
B, 1 se reemplaza por la aproximacién B* 41 de manera que satisfaga

2 2

(@ni»l - ¢7L) = BZ+%(q7L+1 - q”) (21)
Con esta condicién,

(qn+1 - qn)TB;Z;%)‘n+ = (¢n+l - ¢n) An-;—% (22)

1
3
Por compatibilidad de configuraciones, tenemos que @,, = 0. Luego, forzando

D, =0 (23)

garantizamos la nulidad del trabajo de las fuerzas de restriccién. Finalmente, la energia
total del sistema resulta

5n+1 - gn = ICTL+1 - K:n + vn+1 - Vn (24)

Luego, el esquema (16) conserva la energia total del sistema si se cumplen (20), (21) y
(23).

4. APROXIMACION DE GALERKIN DISCONTINUA

4.1. Discretizacion de las Ecuaciones de Movimiento

Figura 2: Interpolacién en la aproximacién de Galerkin Discontinua

En la aproximacién de Galerkin discontinua en el tiempo las ecuaciones de movimien-
to y las condiciones iniciales se satisfacen en forma débil (forma integral). Permitimos
discontinuidades en los campos de desplazamientos g y momentos generalizados g en
los instantes t,, t,+1. Se agrega un estado adicional, que se evalia en el instante ¢; =
lim, _o(t, + €), y se definen ademds las cantidades promediadas

(¢)y = %((')nﬂ +(9);) (®)n = 5((®); + (o)n) (25)
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El esquema avanza del instante inicial al final a través de dos pasos acoplados, uno de t,,
a t; y otro de t; al t,4;. La aproximacion de Galerkin discontinua de las ecuaciones de
movimiento (12) se escribe como

); 1
5 [ e B [a- LM ] dr
-1

ho! oy
= Ay + B 1+ LG+ LT | —
2/_1( 2" QT)[“JF i <<9q

(A1 = B1)(gj — @u) + (A2 — Bo) [(1t5 — pn) + L' Gr(q; — ,)] = 0 (26)
donde usamos aproximaciones lineales en el tiempo para los desplazamientos, los momen-

tos generalizados, las fuerzas eldsticas y las fuerzas de restriccidn; las funciones test son
funciones discontinuas y lineales por tramos. Se obtienen asi las ecuaciones discretas

1 % 1
EL?n (I’L'n+1 - y'n) + <aq>g + BZAg + EGg(qn+1 - qn) =0

-Gl

1 1
g (B;FAQ — B{AJ) + EGh(qj - qn) =0

) + L’TBT)\} dr+

1
_Lr
} m

(I‘L] - I-‘l'n) - g

Como ya dijimos, la matriz L evaluada en el punto medio es constante para la parame-
trizacién de rotaciones adoptada en este trabajo. Luego tenemos L, = Lj, = L.
De (26) se obtienen también las siguientes relaciones entre desplazamientos y velocidades

1
hL (qn+l qn) = §(U7L+l + Uj)
(28)
1 1
h m(Qj — qn) = *E(Unﬂ — ;)

Combinando las expresiones (27) con las (28) llegamos al siguiente sistema de ecuaciones
discretas

—LTMLm((an—q]) 2(q; — qn)) —

5 Ly phnt

oV 1
a BT 7 n —qn) =
(6q)g+ o X+ 3 Gy(@ni1—an) =0

1
h

}—QLTML ((qns1 — q;) +4(q; — qn)) — h L p,—
Y oV - o1 B

(50),- @)
(29)

que se resuelve en forma iterativa para obtener g1, qj, Ag ¥ A

1
3
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4.2. Decaimiento de la Energia en el Esquema Discreto

Si multiplicamos (27-a) por el salto de desplazamientos Aq = (g,+1 — gn) ¥ (27-b) por
el salto de desplazamientos Ag = (g; — g,) en un paso de tiempo, obtenemos:

S =

v
(@t = @)Ly, (Fosr = ) + (@ur — )" (%) +
g9

1
(Gni1 — Qn)TBZAg + E(qwrl - Qn)TGg(anrl —q,)=0

+

> =

1 )% )% 1
6(% - LIn)T K&])J - (@)J - g(q]' - lIn)T (ByT)\g - Bg)‘j) +

1

(@ — 4.)"Gr(a; — q,) =0 (30)

Haciendo uso de las relaciones (28) y luego combinando linealmente las ecuaciones (30-a)
y (30-b) logramos:

1 1
5 (B + ) M (g — ) — 5 (K1 = i) M (= )+
oV )% 1 oV oV
— . T —_ pp— T —_ a— pp— T —_ J— —_
(1~ ) (8q)g+(q] %) <0q)h+2(q] ) (aq)j <6q)n

(Qn+1 - qn)TBgTAg - (Qj - qn)T(BgAg - B}Y;A])-‘r

—+

1 1
(qn+l - q”)TEGg(qTHﬁl - qn) + (q] - q’IL)TEGh(qj - qn) =0 (31)

Aqui, con ayuda de las relaciones (28), identificamos en los dos primeros sumandos el
salto de energfa cinética en el paso de tiempo [t,,t,41] al cual se le agrega un término
positivo: la energia cinética del salto KCp;.

1 B 1 B
(Mg + 1) "M (s — 1) = 5 (Bnr — ) TM 7 (py — po) = AK+ K, (32)

2 2
Esta energia cinética de salto tiene como expresion
1 T -1 >
’an - 5(”’] - Hn) M (/""J - l‘l‘n) = 0 (33)

En el segundo y tercer término reemplazamos (9V/dq), y (9V/dq), por las derivadas
direccionales discretas tales que
AN oV\"
(qn+1 - qj)T (%) - Vn+1 - Vj (qj - qn)T (E) = V]’ - Vn (34)

g h
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Entonces podemos identificar en estos dos sumandos el salto de energia potencial en el
paso de tiempo [t,,t,.1] mas un término al que le pediremos que sea positivo y que
llamaremos energia potencial del salto

Voj = %(Qj —q.)" {(g—z)j - <<89_];)J =0 (35)

Debe notarse que esta desigualdad se verifica cuando la funcién potencial es convexa.
Para las fuerzas de restriccion aproximamos las matrices By y By, con B; y By, usando
nuevamente el concepto de derivada direccional discreta, de manera tal que

(Pr1 — Pj) = By(qn+1 — qj); (@5 — Pn) = Bj(q; — an) (36)
tenemos luego,
(@1 — @) By Ay — (4, — @) (B;" Xy = BiT X)) = (B0 — Bj) Ay + (B — B,)A; (37)
Por compatibilidad de configuraciones, @,, = 0. Luego, forzando
b, =0 Y ®,.,=0 (38)

tenemos que el trabajo de las fuerzas de restriccion resulta idénticamente nulo. Finalmente,
para los dos sumandos restantes tenemos que

1
(qn+1 - qn)TEGg(qn-H - qn) =0
1
(g — qn)TEGh(qj ~q,)=0 (39)

por ser G, y G, matrices antisimétricas.
La energia total del sistema resulta

gn+1 - gn = KnJrl - Kn + VnJrl - Vn + 62 (40)
donde el término cuadrético es la energia total del salto
A=y =Ky +V 20 (41)

Finalmente, vemos que
8n+1 = gn - 02 — €n+1 g 8n (42)

es decir que el esquema (29) implica la desigualdad (42) si se cumplen (34), (35), (36) y
(38) con lo cual se garantiza el decrecimiento de la energia total del sistema.
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5. PARAMETRIZACION DE LAS ROTACIONES

La eficiencia de la solucién depende en gran medida de la parametrizacion de las rota-
ciones utilizada. Para definir la configuraciéon “a mitad de camino” entre R, y R, .1,
descomponemos el incremento de rotacién de R, a R,,; en forma de dos rotaciones
sucesivas

R'R, ., =F? (43)
El operador resultante F' es tal que
R, 1=R,F=R, F" (44)
y verifica las propiedades de ortonormalidad
FFT=F'"F=1 (45)

Si aplicamos la regla del punto medio al incremento en el tiempo de las rotaciones finitas,
la aproximacién discreta de las velocidades angulares en el punto medio puede calcularse
€omo

~ . 1
2,,1= RL%RH% ~ ERL%(Rn+1 -R,) (46)
de donde )
0,1~ (F - F") (47)

de esta manera el incremento material de rotacién toma la forma
A ~ (F - F") (48)

El operador F' puede describirse en términos de los invariantes de la rotacion relativa
(n, Ag), de la forma

1
F = R(n, ; A0) (49)
Eligiendo una parametrizacién por pardmetros de Euler, tenemos
1
vect(F') = nsin §A¢ =e (50)

donde e es la parte vectorial de los parametros de Euler de la rotacion relativa. Luego el
operador F' tiene la forma explicita siguiente

F =¢eoI + ee’ +¢€ (51)

1+€0

v logramos las siguientes aproximaciones simplificadas

2 ~

e AB ~ 2e (52)

n+

(S

SN
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Para el caso disipativo tenemos las expresiones correspondientes para los incrementos de
rotaciéon de R, a R; y de R; a R, 14

R/R; = F; RIR,, = F; (53)
donde los operadores Fj, y F; tienen la siguiente forma explicita
Fy, =ep I + #ehef +ep F,=e,I+ #egeT +e, (54)
1+ en, 1+e4 77
v las expresiones simplificadas de velocidades angulares e incrementos de rotacion resultan

2 2
2, ~ nen A@;, ~ 2ey, 0, ~ 7€ A, ~ 2e¢, (55)
Notese que con esta parametrizacion, la matriz L evaluada en el punto medio tiene la
forma L, =21

6. EJEMPLOS NUMERICOS

Aplicaremos los algoritmos de integracién desarrollados a tres ejemplos: un sistema
masa-resorte no lineal, un péndulo doble y un trompo simétrico en un campo gravitacional

6.1. Oscilador No Lineal de 1 gdl

El primer ejemplo que trataremos es un sistema masa-resorte no lineal. El sistema es de
un grado de libertad sin restricciones. Las expresiones de las energias cinética y potencial
son

1 1
K= imf V= 51%2 (56)

donde la ley de deformacién viene dada por € = 22, Para este ejemplom =1y k= 1. La
condicién (20) implica que

[Nl =

(%9*:4%H+m%ﬁﬁﬁﬂb (57)

1
n+y

para el esquema conservativo y la (34) implica

w *7 . -k,2 2 8V*7 p k/ﬂ 2
() =EarmgEiaead  (5) =@rmEend) @

para el esquema disipativo. Luego, reemplazando en (16) las ecuaciones discretas resultan

2 2 . k
ﬁm(l’nﬂ —T,) — men + (Tpy1 + ﬂfn)é(-??iﬂ + Ii) =0 (59)
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displacements and velocifies - conservative scheme energies - conservative scheme

/"
7

5 7 9 10
time time

displacements and velociies - energy decaying scheme energies - energy decaying scheme

1 total energy

velocities |

time

time

Figura 3: Respuestas del sistema masa-resorte no lineal: (a)desplazamientos y velocidades y (b) energfas
para el esquema conservativo; (c) desplazamientos y velocidades y (d) energfas para el esquema disipativo

para el esquema conservativo. Para el caso disipativo reemplazamos en (29), de donde
obtenemos

1 1 . k

ﬁm[(ffnﬂ — ;) = 2(x; — x,)] — 7, + (Tny1 + xj)§($721+1 + %2') =0
1 . 1 k. 2 2
ﬁm[($n+l —zj) +4(z; — x,)] — men — g[(an + a:j)a(xn+1 + zj) — (@ + J:n)kxj =0

(60)
La figura 3 muestra la respuesta del sistema para condiciones iniciales o =1y & =0y
un paso de tiempo h = 0,01. Se muestran las evoluciones temporales de desplazamientos y

velocidades (figuras 3-a y 3-c) y de la energia total del sistema (fig. 3-b y 3-d) para ambos
esquemas. Como era previsible, la energfa total del sistema se conserva de manera exacta
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para el esquema conservativo. Vale remarcar que para un tiempo de aproximadamente
100 perfodos, el decaimiento de la energia es del 0,01 % respecto de la energia total.

6.2. Péndulo Doble

my

Figura 4: Péndulo Doble

El ejemplo que consideraremos ahora es el péndulo doble de la figura 4. Se trata de un
sistema multicuerpos rigido con 4 grados de libertad, sujeto a dos restricciones cinemati-
cas. Los grados de libertad del sistema son

g =[r y w2 Y (61)

y las energias cinética y potencial tienen la forma

1 . . 1 . .
= S 4 7) + gmalid + i)

2 (62)
V = migys + magys
Las restricciones cinematicas son
2 .2 g2
¢ = (w9 — 17133513(;!1/2 —€;1)2 — 4y (63)
La matriz de masas y el vector velocidades:
M = diag [ml m; Ma mg] v=gq (64)

En este ejemplo la matriz L es igual a la identidad y por lo tanto la matriz G es nula. Los
vectores de desplazamientos infinitesimales y de momento lineal tienen como expresion:

dx = dq u=Mv (65)
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La energia potencial (62-b) genera el vector de fuerzas externas:

gl = [0 —myg 0 fmgg] (66)
La matriz Jacobiana de restricciones
2z, 2y 0 0
B = 67
2ar— ) 2y —w) 2Aea— ) 2w w) (o7
Reemplazando en (16), las ecuaciones discretas del movimiento resultan finalmente
2 2 T
hﬁM(a:rH»l - wn) - EM’UTL + Geat + Bn+%Ayl+% =0
Tinpr T Yines — =0 (68)

(':C27L+1 - x1n+1)2 + (y2n+1 - y1n+1)2 - f% =0
para el esquema conservativo. Para el esquema disipativo, de (29) obtenemos
1 1
M@ — @) = 2z — @a)] -

1 1 1
2 M(@n1 = 25) + 4z; = x0)] = 3 Mo, — 5

Mvn + Gear + Bg‘Ag =0

(BIA, ~ BIA) = 0
1’1? + y1]2 -£=0 (69)

(za; — m15)* + (y2; —91,)° — =0

1171721+1 + .7/1?L+1 - g% =0

(Tps1 — T1n1)” + W2ngr — Yinsr)’ — =0

Los valores elegidos para los diferentes parametros son I; = 1,1l = 1y g = 9,81. Las
condiciones iniciales son

zi=[1 011 y v =[000 0 (70)

En la figura 5 se muestran las respuestas de desplazamientos de ambos esquemas para el

caso m; = mg = 1 y paso de tiempo h = 0,001. Puede verse que las respuestas son muy
similares a pesar de la energia disipada por el esquema disipativo. Al variar la relacién de
masas (manteniendo my = 1y variando m; ), se observa el siguiente comportamiento: (a)
para my = 0,005 (relacién de masas r = 200) y h = 0,01 el esquema conservativo no con-
verge, en tanto que el disipativo sf; (b) para r = 200 y h = 0,001 el esquema conservativo
converge pero presenta oscilaciones de origen numérico en las respuestas de velocidades
y aceleraciones del tamarno del paso de tiempo (figura 6). Se puede ver en la figura 7-a
como la respuesta de desplazamientos para el esquema conservativo es afectada por estas
oscilaciones, mientras que con el esquema disipativo (fig. 7-b) la respuesta mejora. Vale
citar que ambos casos de relaciéon de masas r = 200 se probaron con el esquema HHT
(software Mecano) sin lograr convergencia en ninguno de los dos casos. Nétese también
que el decrecimiento de la energia es escalonado, coincidiendo con picos de aceleraciones,
como se puede ver en la figura 8.
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Figura 6: Oscilaciones de origen numérico para m; = 0,005, ms =1y h = 0,001

6.3. Trompo Simétrico en un Campo Gravitacional

El cuerpo se modela como un cuerpo rigido general con seis grados de libertad genera-
lizados sujeto a tres restricciones cinematicas (fig. 9). Adoptando el centro de masas como
origen de coordenadas materiales, con posiciones instantaneas @ y su punto de fijacién
como origen de coordenadas espaciales, su energia cinética viene dada por

K= % (27 T2+ mi"a) (71)

Asumiendo como referencia para la energia potencial el origen de coordenadas espaciales,
la energia potencial del sistema se expresa como

V=-mg'x (72)

donde g es el vector de aceleracion. Por ejemplo, si la gravedad actiia en la direccién del
cje 23, g = [0 0—g]T y ¥V = +mgz3. Finalmente, identificamos con el vector —X, la
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Figura 7: Respuesta de desplazamientos para ambos esquemas para mi = 0,005, mo =1y h = 0,001
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Figura 8: Esquema disipativo. Aceleraciones y detalle del decrecimiento de la energia para r = 200 en el
arranque.

ubicacién del punto de fijacién del trompo en coordenadas materiales. Las restricciones
cinemdticas son

d=—x+RX =0 (73)
Tenemos luego la matriz de masas y el vector de velocidades
mI 0 T .
M_{O J} v—{n]—Lq (74)
El vector de desplazamientos infinitesimales en traslacién y rotacién se expresa como
ox I o0 ox
56) = [o 2ta] [52] =1 ™
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X, %qﬁ

Figura 9: Trompo simétrico

El vector de momentos generalizados se descompone en momentos lineal y angular
_|P
n=2] (76)

La energfa potencial (72) debida a la gravedad depende sélo del movimiento de traslacién
y genera un vector de fuerzas externas

ov mg
7 77
dq { 0 ] (77)
Realizando la variacién de las restricciones cinemadticas tenemos
6 =~z +6RX =~ [I RX|ow = Bigq (78)
con el Jacobiano de la matriz de restricciones
T
I
B= [YRT] L (79)

Finalmente, la matriz G contribuye sélo al movimiento de rotacién y, debido a las propiedades
especificas del operador tangente de rotaciones finitas, se simplifica en

G(p)=L" {g _Oﬁ} L (80)

Si adoptamos pardmetros de Euler, el operador F puede escribirse como (51) y con las
aproximaciones hechas en (52), el salto de pardmetros de rotacién en un paso de tiempo
es

Ty — &y
AQ = Gui1 — qn = [ e } (81)
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y el operador tangente L en el punto medio se expresa como

I 0} (82)

L .=
nta 0 21
Debido a la parametrizaciéon adoptada, tenemos que la matriz Jacobiana de restricciones

evaluada en el punto medio coincide con la derivada direccional discreta (21) y tiene como
expresion

B, |t (83)
ntz - |2X,RT
2

Finalmente de acuerdo con (80) la matriz G sélo contribuye al movimiento de rotacién
dando
0 0

Gy =~ [o 4h

De manera andloga podemos escribir las expresiones discretas para los intervalos [t,1, t;]
v [t;,1,) del esquema disipativo

(84)

n+%

Aq=qui1 — q; = {w”gle; i } Ag=q;—q.= {m@;hw”} (85)
L,=L,= B 201} (86)

B, = {zifzﬂ 5= xm (&)

G,=— [g 4%9} G, =— {g 4,%}1} (88)

Particularizando las ecuaciones de equilibrio (16) para el caso conservativo y las (29) para
el disipativo al movimiento del trompo, y desacoplando los movimientos de traslacion y
rotacion, llegamos al siguiente conjunto de ecuaciones discretas

2 2
ﬁm(wnﬂ —x,) — Emvn — )\n+% =mg

8

4 8 5 X R’ 89
pde— T IO, +5ede + 2XR N1 =0 (89)

—Tpy1 + Rn+1X =0
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Figura 10: Respuestas del trompo para el esquema conservativo: (a) posicién del centro de masas, (b)
energias, (c) velocidad angular y (d) velocidad de traslacién

para el esquema conservativo, y

1 1
ﬁm[(wnﬂ —x;) — 2(x; —x,)] — 5 — Ay =mg
2 1 1
ﬁm[(mnﬂ —x;) +4(z; —x,)] — 5 MPn + g)\g - §)‘j =0
4 2 —~ 4~
ey —2en) — -T2, + 2XRI A, — 7T 25(eg +en) = 0 (90)

4

2 P P 4—
sl (€g+den) — - T2, — §XR9T>\9 + gXR’;jAj — e, =0

—Tpy1 Rn+1X =0
—(Bj + R]X =0
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Tomemos como ejemplo un trompo simétrico con las siguientes propiedades: tensor de
inercia J1; = 5, Jys = 5y J33 = 1 evaluado desde el punto de fijacién O, distancia del
centro de masas al punto de fijacién L = 1, gravedad g = 9,81 en la direccién negativa
del eje x3 y masa m tal que mgL = 20. La posicién inicial del trompo en funcién de
los angulos de Euler es ¢9 = 0, 6y = 0,3, 19 = 0. El trompo se suelta de su posicién
inicial con una velocidad de rotacién sobre su eje de 50 rad/s. En las figuras 10 y 11 se

1200 4
— kinetic energy
—— potential energy

tooor — total energy 1

800 4

energies

600 4

center of mass.

400 1

200 4

—Q

—Q

angular velocities
translational velocities

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time

Figura 11: Respuestas del trompo para el esquema disipativo: (a) posicién del centro de masas, (b)
energfias, (c) velocidad angular y (d) velocidad de traslacién

muestran las respuestas calculadas para ambos esquemas para un paso de tiempo fijo de
h = 0,001 a través de la evolucién temporal de (a) la posicién del centro de masas, (b) las
energfas cinética, potencial y total del sistema, (c) la velocidad angular y (d) la velocidad
de traslacién. Para el esquema conservativo, la energia total del sistema se conserva de
acuerdo a lo esperado, debido al disefio del algoritmo. Todas las evoluciones temporales
de la figura 10 muestran ademds que el caracter periddico es perfectamente conservado,
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lo que puede verse como consecuencia directa de la propiedad de conservacion de la
energia. Para el esquema disipativo observamos un decaimiento excesivo de la respuesta
en desplazamientos del trompo, no asi de las demds respuestas. Es mads, puede verse que la
energia cinética y la velocidad angular presentan un crecimiento. El algoritmo responde
bien ante la presencia de grandes rotaciones. En la figura 12 vemos la trayectoria del
centro de masas del trompo para ambos esquemas.

Figura 12: Respuesta del trompo para ambos esquemas: trayectorias del centro de masas (a) caso conser-
vativo y (b) caso disipativo

7. CONCLUSIONES

Los métodos de integracién que garantizan conservacion de la energia representan una

solucion efectiva para la integracion temporal de ecuaciones DAE de segundo orden, ya
que proveen una forma natural de evitar la inestabilidad originada por la no linealidad
del sistema y las restricciones cinemadticas. Pero ante la presencia de oscilaciones de origen
numérico (por ejemplo debidas a un mal condicionamiento de la matriz de masas como en
el caso del péndulo doble) la convergencia de la solucién puede verse comprometida. Un
aspecto a estudiar es la implementacién de un pardmetro que permita regular la cantidad
de energia disipada.
Es importante remarcar que con la parametrizacion adoptada en este trabajo, la derivada
direccional discreta de la matriz Jacobiana de restricciones coincide con la matriz Jaco-
biana de restricciones evaluada en el punto medio del intervalo para una gran variedad de
restricciones holonémicas (para més detalles véase Lens y Cardona’). Ademds la matriz
L en el punto medio del intervalo resulta constante, lo que simplifica los calculos.
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