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Abstract. The present work has for objective to present an alternative computational
implementation of the Boundary Element Method, with time independent fundamental
solution, applied time to Transient heat Diffusion problems. The formulation uses the
fundamental solution that is the solution of the Poisson equation for an unitary source applied
in the point source &. The geometric approach uses linear elements with double nodes
alternative, and the time discretization it is done by finite differences. The mathematical
formulation obtains the boundary integral equation starting from the sentence of weighted
residual. The explicit presence of the domain integral is maintained in the equation turning
obligatory the discretization of the domain in internal cells. The time marching process starts
from a known value of potential, uy in the time ty. Values of potential u in following time
are calculated then, in an enough number of internal points, and they are used as initial
condition for the next step of time. In this way, the potentials at internal points are calculated
together with boundary the unknowns (potential and derived normal). The results of the
obtained numeric solutions are compared with analytical, F.E.M. and time dependent B.E.M
solutions to verify the quality of the solutions..
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1 INTRODUCAO

A formulacdo do Método dos Elementos de Contorno apresentada neste trabalho emprega
como solucdo fundamental a solugdo da equagdo de Poisson para uma fonte pontual unitaria
aplicada num ponto fonte & de um dominio infinito. Na formulagdo matematica empregada, a
Equacgdo da Difusdo Transiente com condigdes de contorno prescritas e condi¢des iniciais
dadas ¢ transformada numa equagdo integral de contorno para a fung¢do incognita u. O termo
de Integral de dominio mantido na equagdo compeliu a discretizagdo do dominio em células
internas, para quais foi adotada a formas triangular. A aproximagdo geométrica no contorno
utiliza elementos isoparamétricos lineares com alternativa de nos duplos. As integrais de
dominio sdo resolvidas por processos numéricos utilizando a quadratura de Hammer e a
eliminacdo da derivada temporal é feita pelo esquema de diferengas finitas.

Apresenta-se de forma original o detalhamento da equacdo integral matricial, partindo-se
da equagdo integral de contorno obtida por Wrobel' e rededuzida aqui, oriunda da aplicagéo
dos pontos fontes nos nés do contorno e pontos internos.A secdo resultados apresenta as
aplicagbes do MEC a problemas de simulacio de difusdo de calor transiente
bidimensionais.Um programa em linguagem Fortran foi desenvolvido de modo a possibilitar a
realizagdo das simulagdes. Os resultados das solugdes numéricas obtidas comparadas com as
solugdes analitica, do Método dos Elementos Finitos e do Método dos Elementos de Contorno
com solucdo fundamental dependente do tempo, atestam a qualidade das solugdes.

2 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA DIFUSAO TRANSIENTE
A equagdo da difusdo transiente como visto em Brebbia et al* ¢ dada por:
1 du(x,t) _

Vzu(x,t)—g 5 0 xe Q (1)

com condi¢des de contorno dos seguintes tipos:

u(x,t)=u(x,1) xeT, 2)
_Ou(x,t) -
px,t)= an(o) =p(x,t) xeTl, 3)

prescreve-se as condigdes iniciais no tempo #, conforme expressdo a seguir:
u(x,t)=u,(x,t,) xe Q “)
2.1 Equagdo Integral com Solu¢cio Fundamental Independente do Tempo.

A equagdo diferencial (1) ¢ transformada, a partir de uma sentenca de residuos ponderados
e um processo limite quando ponto & — T', numa equagdo integral de contorno como
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c(é,r)u(é‘;,r)+ju(x,r)p*(a;x)dr(x)=jp(x,r)u*(a;x)dr(x)—kj%u*(&;x)dcz ()

r r

2.2 Esquema Numérico de Avanco no Tempo - Diferencas Finitas

A derivada no tempo presente na equagao (5) ¢ aproximada pelo quociente da variagao dos
potenciais pelo intervalo de tempo correspondente, conforme equacédo (6).

Bugx,t) _ u(x,t +At) —u(x,t) ©6)
t At

Substituindo (6) em (5) e agrupando-se convenientemente os termos obtém-se:

cEulE,t +At)+.[u(x,t +At)p*(§;x)dl"(x)+£ Ju(x,t+At) u (& x) dQ
(7)

l_[p (v,t+ A1) u’ (€ x)dT(x) + £ E[u(x,t) u (&x)dQ

2.3 Solucdo Numérica da Equacgao Integral

Para a solugdo numérica da equagdo (7) o contorno I' ¢ discretizado em elementos
isoparamétricos lineares continuos com alternativa de nds duplos e o dominio € sera
discretizado em células triangulares lineares, conforme pode ser visto pela figura 1.

Figura 1 — Discretiza¢do simultanea do contorno I' e do dominio Q.

A equagio integral (7) na forma discretizada , conforme Jesus’, se escreve do seguinte

modo:
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Cyy +§J[N1 Nz] X){ Z}HN dl“(x)+§ iC] g-[q} u*(E_,;x) {uc}HAI dQ =

®)

NE NC

f[ N, N u' (& X){pl }Hm dl"(x)+§ 2 J(P u'(&;x) {u“}‘ dQ

|

=1

sendo {u° }, vetor contendo os valores de potenciais nodais na célula.

N, e N, sao fungdes de interpolagdo associadas aos nés 1 e 2 do elemento linear e que
sdo fun¢do de uma coordenada adimensional m

NC o numero total de células o qual foi discretizado o dominio

r indice que se refere a célula que esta sendo integrada

Admitiu-se que dentro de cada célula u  variou linearmente com a coordenada
intrinseca triangular 1,

u=q~){u°} )

e usou-se o conjunto de fungdes de interpolagdo ¢ = [¢1 0, (])3].

2.4 Célculo do Integral de Dominio

Para o céalculo do Integral

Jou' @) {u}aa (10)

Q;

adotou-se fungdes de interpolagio ¢=[n, m, m,] que sdo as proprias coordenadas

intrinsecas ou homogéneas 1, definidas numa célula triangular Wrobel 4,
Para a formagdo da matriz [M],que ¢ a matriz resultante da integragio do dominio,
equagdo (8), cada célula €, que € integrada contribui com uma submatriz  m , de ordem

~ij

(1 x 3) dada por:
m = [ nou’ nou]ae (an
I

(oindice i refere-se ao ponto fonte ; o indice j, a célula)
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2.5 Quadratura de Hammer

A integral dada por (11) pode ser calculada numericamente utilizando a Quadratura de
Hammer, procedimento este adotado nesta implementagdo conforme a seguir:

m = [9 u' () d2= 2(¢ u*(é;x))( w, 4, (12)

onde
¢ representa o nimero de pontos de integracao
w, peso associado a cada ponto

A, representa a drea da célula

As coordenadas intrinsecas ou triangulares que correspondem aos pontos de Hammer e
. ~ : 2
seus respectivos pesos sdo encontrados em Brebbia et al”.

2.6 Detalhamento da Equacio Integral na forma Matricial

A equagio (8), conforme Jesus’, pode ainda ser escrita como:

Hcc H“— uc Mcc Mcx MC
~ ~ ~ k ~ ~ ~ B
ic i At ic ii i
H 1 u M M u
~ R Y ~ ~ ~ t+At
(13)
Gu 0‘ ¢ Mcc Mcz uc
ic AZ ic i i
G 0110 M M u
- U7 Jear - - -

Os superindices ¢ e i designam , respectivamente, o contorno e o dominio. A utilizagio de
duplo superindice pode ser interpretada do seguinte modo: o primeiro superindice
corresponde a posi¢ao do ponto fonte, o segundo, a posi¢do do ponto campo.

A matriz [H] ¢ formada a partir das submatrizes H, H", H", I.

Os coeficientes de influéncia da submatriz H“ sdo obtidos da mesma maneira que quando

da resolugdo da equacdo de Laplace. Resulta da interagdo entre os pontos fontes do contorno
sobre pontos campos do contorno.

Os coeficientes de influéncia da submatriz H“ s3o todos nulos. Resulta da interagdo entre os

pontos fontes do contorno sobre pontos campos situados no dominio. Como nao estamos
integrando o dominio a submatriz H“ ¢ nula.
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Os coeficientes de influéncia da submatriz H'* s3o obtidos de forma analoga aos obtidos
resolvendo-se a equagdo de Laplace da forma convencional, utilizando-se a mesma sub-rotina
de integragdo no contorno, utilizada para calculo da submatriz H“, permutando-se apenas o

ponto fonte que agora ¢ ponto interno.

E interessante observar que os procedimentos descritos para gerar a matriz [H] sdo os
mesmos para a matriz [G].

A submatriz identidade [/ representa os coeficientes c(§)=1 associados aos pontos
internos.

A matriz [M] é formada das submatrizes M, M“ , M, M" . E uma matriz cheia cujos
coeficientes de influéncia resultam da interagdo entre os pontos de colocacdo situados no
contorno e dominio sobre pontos campos localizados no contorno e no dominio.

A submatriz M “ resulta da interagdo entre pontos fontes do contorno sobre pontos
campos que sdo vértices das células pertencentes ao contorno I .

A submatriz M “ resulta da interagio entre pontos fontes do contorno sobre pontos campos

do dominio.
A submatriz M “ resulta da interagdo entre pontos fontes do dominio sobre pontos campos

que sdo vértices das células pertencentes ao contorno I .
A submatriz M " resulta da interagdo entre pontos fontes do dominio sobre pontos campos

do dominio.
O calculo dos coeficientes de [M] se faz conforme descrito na segdo 2.4 Calculo do
Integral .de Dominio

2.7 Solucio do Sistema de Equacio Integral

Aplicando-se a equagdo discretizada na forma da equacdo (8) para todos os noés do
contorno e pontos internos, pode-se escrever um sistema de equagdes com representagiao
matricial do tipo:

k k
[H] {U}t+At + E [M]{U}1+At = [G] {P}H-AI + E [M] {U}t (14)
que pode ser escrita na forma compacta como:

[} =GP o, + - YU (1s)

Ao se impor as condi¢cdes de contorno do problema, as colunas correspondentes das
matrizes [H ] e [G] podem trocar de posi¢do, da mesma maneira como se faz na resolucio
da equacdo de Laplace. O sistema (15) pode ser entdo escrito como:
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[ARy}oae ={F1}os +{F2) = {F}, (16)
onde: {y} vetor que contém as incognitas nos nos funcionais
{F} vetor de termos independentes, contém as contribuicdes dos valores
conhecidos do contorno.

Para a solucdo do sistema de equagdes dado pela equagdo (16) o nivel de tempo ou
periodo de interesse é dividido em intervalos, ¢ a equagdo da difusdo ¢é resolvida
sucessivamente para cada intervalo de tempo discreto, determinando os potenciais finais do
intervalo, os quais corresponderdo aos valores iniciais na analise do intervalo seguinte”.

3 RESULTADOS

3.1 Difusao Transiente Bidimensional com Fluxo no Contorno

A figura 2 apresenta uma regido com geometria quadrada de lado L = 1,0m, na qual se
quer estudar o fendmeno difusivo térmico, mantida inicialmente a temperatura de 0°C,
isolada apenas na face y = 1,0. A temperatura na face x = 0 é subitamente elevada para 1,0°C,
enquanto a face x = 1,0 é mantida a 0°C, e na face y = 0 prescreve-se um fluxo p = 1.

Para esta simulag@o optou-se por uma discretizagdo espacial com 24 elementos lineares no
contorno e 72 células triangulares lineares no dominio, conforme descrito pela figura 2
juntamente com as condigdes de contorno e condigdes iniciais. Emprega-se na discretizagao
temporal o intervalo de tempo At = 0,01s.

Deseja-se acompanhar a evolugdo da distribuicdo de potenciais de temperaturas ao longo
do tempo para os pontos J(0,5;0,5) e K(0,1666;0,5), sobre esta regido. Este exemplo também
foi simulado pelo Método dos Elementos Finitos, quando se utiliza uma discretizagdo espacial
de 72 elementos triangulares lineares, e cujos resultados podem ser acompanhados pelos
graficos contido nas figuras 3 e 4.

Observando os diagramas 3 e 4, que se referem aos pontos J(0,5;0,5) e K(0,1666;0,5),
respectivamente, inferimos que as curvas correspondentes entre M.E.C e M.E.F. estdo
superpostas, traduzindo-se pela boa aderéncia entre elas.

Uma comparagao entre as formulagdes do MEC com solucdo fundamental independente do
tempo e MEC com solucdo fundamental independente do tempo foi estabelecida para o ponto
J(0,5;0,5), e o resultado obtido encontra-se descrito pelo grafico contido na figura 5.

A figura 6 apresenta um mapa de contorno com linhas de niveis e de fluxos.

A figura 7 apresenta um grafico tridimensional que representa a superficie de potenciais de
temperaturas para a regido discretizada na figura 2, At = 0,01s, no tempo t = 1,0s apds
aplicagdo do choque. Observando-se a perspectiva, nota-se as curvas de niveis plotadas a cada
nivel de temperatura T = 0,05°C, conforme legenda, e os vetores gradientes com grafia de
seus respectivos modulos, aplicados nos pontos internos objeto de calculo. Analisando o
espectro do conjunto desses vetores, ¢ possivel perceber que eles balizam a trajetdria das
linhas de fluxo de temperaturas do fendmeno difusivo. Note o ligeiro e compulsorio
arqueamento da superficie na face y = 0,0, onde prescreve-se uma derivada normal p = 1.
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(c) Condigdes de Contorno (d) Condigoes Iniciais

Figura. 2. Difuséo transiente bidimensional em regido quadrada com fluxo no contorno.

1255



MECOM 2002 — First South-American Congress on Computational Mechanics

0.60 ] O I T T T T I
i & L
— OO | -
3
] S C
—_~ — < | -
5
9 B 9 B
e 0.40 — 9 — DELTAT=0.01s M.E.C. r
g 7 J O DELTAT=0.01s M.E.F. C
= i 9 C
g i L
14 B L
w ] C
o ] C
2 020 — —
w i L
[ i L
0.00 TTTTTTTTT ‘ TTTTTTTTT ‘ TTTTTTTTT ‘ TTTTTTTTT ‘ TTTTTTTTT
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

TEMPO(s)

Figura 3 Comparagdo M.E.C com soluc¢do fundamental independente do tempo e M.E.F
para o ponto J(0,5;0,5) sobre o quadrado com fluxo p=1 no contorno.
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Figura 4 Comparagdo M.E.C com solucdo fundamental independente do tempo e
M.E.F para o ponto K(0,1666;0,5) sobre o quadrado com fluxo p = 1 no contorno.
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Figura 5 Comparagéo entre M.E.C com solugdo fundamental independente do tempo
e M.E.C com soluggo fundamental dependente do tempo para o ponto J(0,5;0,5).
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Figura 6 Mapa de contorno com linhas de niveis e de fluxos para a regido quadrada de lado 1
=1,0m com fluxo prescrito p = 1 no contorno, no nivel de tempo t = 1,0s.
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Figura 7 Superficie de potenciais de temperaturas para a regido quadrada de lado L = 1,0 m,
no tempo t = 1,0 s apds aplicacdo do choque, pelo MEC com solugdo fundamental
independente do tempo.

3.2 Difusido Transiente Unidimensional

(Exemplo 2) - Para estudar este exemplo de difusdo térmica unidimensional, toma-se uma
regido quadrada de lado L=6,0m, isolada nas faces y = 0 e y = 6, estando inicialmente a
temperatura de 0°C. A temperatura na face x = 0 ¢ subitamente elevada para 300°C, enquanto
a face x = 6 ¢ mantida a 0°C. A geometria e discretizacdo espacial adotada sdo mostradas na
figura 8. A aproximacdo espacial aplicada consiste em se discretizar o contorno em 24
elementos lineares e o dominio em 72 células triangulares lineares. Diferentes discretizagoes
temporais foram empregadas, utilizando intervalos de tempo At = 1,0s e At=0,1s.

Na figura 9 apresenta-se uma comparagao dos perfis numéricos e analiticos de distribui¢do

de potenciais de temperaturas ao longo do eixo do x para a regido, utilizando-se um At = 1,0s.
Pode-se observar que inicialmente os valores de potenciais de temperaturas estdo afastados
dos analiticos e por ocasido de t=10,0s ha um maior estreitamento das curvas, culminando
com a virtual coincidéncia por ocasido de tempo t = 20,0s.
A figura 10 representa uma comparagdo entre os perfis numéricos de distribuigdo de
temperaturas ao longo do eixo do x e os correspondentes as solu¢des analiticas para cada
nivel de tempo, adotando-se um At= 0,1s. Nota-se que nos instantes iniciais(t=0,1s; 0,2s e
0,3s) pequenas oscilacdes sdo observadas e que as curvas numéricas estdo afastadas das
respectivas analiticas. Comparando-se o grafico 9 com o 10, pode-se inferir que ha uma
significativa melhora de resultados

1258



J. C. Jesus and J. P. Azevedo

B3 kT EE hE 7 3 ks

3 7 5 5 ko kT laz

6.0 = | w7 | s | |
,um a e ml s s w

g e 7 e ) o 1

3 o LT hz L= ha

6,0m

(A) Geometria (B) Discretizagdo

Figura 8 - Simulagdo de difusdo transiente unidimensional

. Por exemplo, para o nivel de t=1,0s o perfil numérico adere ao analitico, coisa que nio
acontece para o correspondente nivel de tempo da figura 9.Como esperado, um melhor
refinamento da malha temporal corresponde a uma melhor precisdo de resultados. Nota-se que
a partir da curva t=0,5s, os perfis numéricos encontram-se suficientemente proximos dos
perfis analiticos, evidenciando um bom resultado do transiente.As oscilagdes descritas pelos
perfis numéricos correspondentes aos tempos iniciais, conforme descrito em Zienkiewicz e
Taylor’, podem ser imputadas principalmente a abrupta mudanga de temperatura
(descontinuidade), e sdo analogas as oscilagdes presentes nos esquemas numéricos do Método
dos Elementos Finitos.

A figura 11 apresenta as curvas de distribuicdo de potenciais de temperaturas para dois
pontos de coordenadas x = 1,0; y = 1,0 e x = 3,0; y = 3,0. E possivel notar que a curva que
representa a solugdo numérica para o ponto x=1,0 ¢ y=1,0; tem uma taxa de variacdo nos
instantes iniciais mais elevada que a correspondente ao ponto x=3,0 e y=3,0, traduzindo-se
por uma curva mais vertical. Observa-se que as curvas que correspondem as solugdes
numéricas apresentam-se virtualmente aderentes a solugdo analitica.
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Figura 9 - Comparagao de perfis numéricos de distribui¢@o de potenciais de
temperaturas e solugdo analitica
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Figura 10 - Comparagao de perfis numéricos de distribuicdo de potenciais de
temperaturas e solugdo analitica, At=0,1s.
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Figura 11 - Distribui¢do de potenciais de temperaturas ao longo do tempo para os pontos
P(1,1) e P(3,3). At=0,1s.

4. CONCLUSAO

A implementagdo do MEC com solugdo fundamental independente do tempo nao logra
bons resultados quando se utiliza intervalos de tempos A¢ largos. Porém, quando se refina a
discretizacdo espacial e adota-se intervalos de tempo discretos A¢ suficientemente pequenos
os resultados obtidos sdo satisfatorios.

Infere-se dos exemplos estudados que os dois métodos (M.E.C) e (M.E.F) aplicados em
simulagdo do fendmeno fisico de difusdo térmica, apresentam boa concordancia.

A formula¢do do MEC com solugdo fundamental dependente do tempo é mais preciso que
0o MEC com solugdo fundamental independente do tempo para os tempos iniciais, contudo o
avango no tempo pela convolugdo leva em conta a contribuicdo do contorno em tempos
anteriores, processando-se um tabuleiro de matrizes até o nivel de tempo anterior, exigindo
maior tempo computacional e espaco de memoria.

A implementagdo computacional da formulacdo do MEC com solugdo fundamental
independente do tempo € perfeitamente confidvel e nada fica a desejar a formulagdo do MEC
com solucdo fundamental dependente do tempo.
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