Mecanica Computacional Vol. XXI, pp. 1862-1881
S. R. Idelsohn, V. E. Sonzogni and A. Cardona (Eds.)
Santa Fe—Parana, Argentina, October 2002

CONDICIONESDE COMPATIBILIDAD PARA CASCARASAFINES
Salvador GIGENA Y2, Moisés BINIA 29, Daniel ABUD 29

) Departamento de Mateméticas
Facultad de Ciencias Exactas, Ingenierfay Agrimensura - Universidad Nacional de Rosario
Avda. Pdlegrini 250 - 2000 Rosario
e-mail: sgigena@fceia.unr.edu.ar

2 Departamento de Mateméticas
Facultad. de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales - Universidad Nacional de Cérdoba
Avda. Veez Sarsfidd 299 - 5000 Cérdoba
e-mail: dabud@efn.uncor.edu - mbinia@arnet.com.ar

3 Departamento de Ciencias Bésicas
Facultad. Regional Cérdoba - Universidad Tecnol égica Nacional
Avda. Vladislao Frias §/n - 5000 Cdérdoba
e-mail: dabud@efn.uncor.edu

Palabras Clave: Céscaras Afines, Grupo Unimodular Afin, Condiciones de compatibilidad

Resumen. La teoria de cascaras delgadas ha sido desarrollada en una gran variedad de
formasy por diversos autores basados, desde €l punto de vista geométrico, en la clasica Teoria
de Superficies en e espacio tridimensional, particularmente con respecto a los invariantes del
Grupo Euclidiano, ASO(3,7&), i.e., € grupo de transformaciones generadas por trasacionesy
rotaciones del espacio ambiente. Entonces, por gemplo, lo que llamamos “ normal” es la
euclidiana, y la “distancia” es medida con respecto a la norma inducida por el producto
escalar de vectores usual (definido positivo), que es el invariante fundamental de la Geometria
Euclidiana.

Hemos trabajado en un desarrollo alternativo de la teoria de cascaras que es invariante
bajo la acciéon del grupo unimodular afin, ASL(3,R). Esta es la Ilamada geometria afin de
superficies. Asi, para una superficie dada en el espacio tridimensional también tenemos los
conceptos de “ normal afin” y “ distancia afin” .

En este articulo, luego de introducir la definicién de “ cascara afin” , usamos las condiciones
de integrabilidad de la geometria afin de manera de establecer condiciones de compatibilidad
bidimensionales para cada caso de cascara. Esto representa uno de los primeros pasos en €l
desarrollo de esta teoria, que contiene un mayor nlmero de invariantes que la previa,
euclidiana. Es asi, que se logra un camino para la estimacion de estos invariantes,
procedimiento que tendra un significativo efecto en los métodos computacionales que vendran
a continuacion.
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INTRODUCCION

En la teoria de elasticidad, €l término cascara (fina o delgada) se aplica a cuerpos
limitados por dos superficies curvadas donde la distancia entre las superficies es pequefia en
comparacion con las otras dimensiones. El espesor h podria variar, pero se lo considera
constante en general. Si la cascara no tiene otra limitacion ademas de las dos superficies,
entonces se llamara completa. La superficie media, €l espesor y los bordes definen
completamente la geometria de una cascara.

Lateoria de cascaras forma parte de la teoria de la elasticidad concerniente a estudio
de la deformacion de cuerpos elésticos bajo la influencia de cargas dadas. En este sentido, se
asume que el material debera ser isdtropo, obedecer a la Ley de Hooke, y ademés, que los
desplazamientos en algun punto sean pequefios en comparacion con el espesor de la cascara.

Si esto no se cumple, las ecuaciones diferenciales que gobiernan el comportamiento
del material resultaran no-lineales y su solucion traerd grandes dificultades. Sin que esto
represente una condicion totalmente restrictiva.

Notemos que la cascara posee propiedades muy (tiles por su naturaleza elastica vy,
mediante un adecuado disefio, es posible conseguir que soportaen grandes cargas. En
conexién con esto, €l disefiador gana mucho al considerarla como una placa ligeramente
curvada, asi como cuando se reemplaza una viga con un arco suave.

Existe un amplio espectro de aplicaciones (aerondutica, barcos, estructuras de
hormigon, etc.) pero todavia no se usa mucho en aguellas estructuras donde € peso importa
de manera vital. Existe una analogia entre placas y céscaras (sugiriendo llamarlas placas
curvadas). Esta es la base por la que se adoptan numerosos métodos de la teoria de placas.

Entonces aparecié un método, el que propuso Kirchhoff, quien introdujo sentido fisico
en lateoria de placas y que ha permanecido en uso hasta hoy. Kirchhoff basd su razonamiento
en varios supuestos, andlogos a aguellos usados en la teoria de vigas. Sus supuestos pueden
ser reducidos a los siguientes:

a) Lasfibras rectas de una placa que son perpendiculares a la superficie media antes de la
deformacién, permanecen asi después de la deformacion y no cambian su longitud.

b) Las tensiones normales actuando en planos paralelos a la superficie media pueden ser
despreciadas en comparacion con las demas tensiones.

Debemos sefialar que el método de Kirchhoff es insuficiente en un sentido, a saber, es
solo aproximado y no puede ser desarrollado en una teoria més exacta.

Estas inexactitudes fueron descubiertas y corregidas por A.E.H. Love en un articulo
donde formulé una teoria de cascaras en analogia con la teoria de placas de Kirchhoff. Una
version de la teoria de cascaras, propuesta por Love, fue dada en el capitulo 24 de su libro de
una manera diferente ala de su articulo.

A pesar de su popularidad, el desarrollo dado por Love no estd librado de
insuficiencias, en las que es inconsistente con referencia a los términos pequefios: algunos son
mantenidos y otros con el mismo orden de magnitud son desechados. Estas insuficiencias han
sido notadas alo largo del tiempo y por diversos autores, usando la teoria de Love, agregaron
ciertos pequefios términos, por una cuestion de consistencias, otros han omitido los pequefios
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términos que habian sido retenidos. Se originaron diferentes versiones de la formulacién de la
teoria de cascaras que, alin asi, solo difieren del prototipo (la teoria de Love) por los términos
gue son pequefios.

Conjuntamente con el desarrollo de la teoria de cascaras basada en la analogia de la
teoria de placas de Kirchhoff, varios intentos han sido hechos para construir teorias de
cascaras méas complicadas en correspondencia con mayores grados de precision. Los primeros
intentos son debidos a A.E.H. Love, aunque en muchos aspectos no desarrollé una teoria
totalmente general, sino que a igual que otros autores redizé estimaciones despreciando
términos desde un comienzo.

En nuestro estudio, partiremos de las hipétesis de Love-Kirchhoff ya vistas, que son
esencialmente una extensién de las ideas que subyacen a la teoria elemental de vigas. Los
trabajos de Fritz John conforman una buena base para la teoria de céscaras ya que se apoyan
en la teoria de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciaes elipticas, brindando un
marco tedrico adecuado; mientras que W. T. Koiter ha linealizado desde un comienzo
quitandole generalidad matemética a su desarrollo.

Pareceria que una propuesta mas simple, y a la vez més completa, para la teoria de
cascaras es imposible, si uno tiene en mente una teoria que sea lo suficientemente general
como para que sirva para aplicar a todos los problemas. Pero, veremos que efectivamente si la
hay, y esa es la teoria que hemos formulado. Es decir, replantear toda la teoria de céscaras
basandonos en otra geometria diferente a la empleada hasta ahora. Luego de introducir la
definicion de “cascara afin”, usaremos las condiciones de integrabilidad de la geometria afin
de manera de establecer condiciones de compatibilidad bidimensionales para cada caso de
céscara. Esto representa uno de los primeros pasos en el desarrollo de esta teoria, que contiene
un mayor nimero de invariantes que la previa, la euclidiana.

Es asi, que hemos logrado un camino para la estimacion de estos invariantes,
procedimiento que tendré un significativo efecto en los méodos computacionales que vendran
con posterioridad. Aqui, solo se presenta la formulacion fundamentada de la teoria.

Conjeturamos que, las aproximaciones o estimativas que se obtengan en futuros
métodos computacionales con el desarrollo de esta teoria, van a tener un mayor grado de
aproximacién puesto que los invariantes involucrados alcanzan un mayor orden de
diferenciabilidad.

A fin de facilitar la expresién de las ecuaciones a ser presentadas, vamos a denotar,
también, con el signo de derivacién o con subindices, las derivadas parciales ordinarias
sucesivas de las funciones escalares y vectoriales, asi, por ejemplo:
a9 . , of . _ °f
o ad, ; R o f Sad 0 f (1)

Ademés, para mayor claridad en la exposicion, usaremos los siguientes rangos de
indices: con letras latinas mayUsculas denotaremos indices variando en general en cualquier
nimero de dimensiones; con letras latinas mindsculas indices variando entre 1 y 3:
1<i, j,k,...<3, esto significa que nos situamos en la céscara € (considerandola como un

volumen); mientras que las mindsculas griegas seran reservadas para denotar una variacion
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entrely 2. 1<¢,fB,7,...<2, i.e.: nos referimos a la superficie media M, origina y sin
deformacion o ala superficie media deformada M.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera: En la seccion 1, desarrollamos los
elementos esenciales de la Teoria de Céscaras, en la forma clasica y tradicional de usar, para
la parte geométrica, la teoria euclidiana de superficies. En particular, establecemos las
condiciones de integrabilidad para superficies, que deben ser satisfechas tanto por la
superficie media sin deformar, M, como por la superficie media después de la deformacion,

M, . En la seccion 2, establecemos las Ecuaciones de Compatibilidad para Céscaras

Euclideas. En la seccién 3, introducimos el concepto de Cascara Afin, presentando todos los
objetos geométricos que intervienen en su formulacion, a partir de la Teoria Afin de
Superficies, incluyendo las condiciones de integrabilidad que nuevamente, deben ser
satisfechas por ambas superficies: previo y posterior ala deformacion.

En la seccién 4, demostramos, a partir de todo lo anterior, las Condiciones de
Compatibilidad para Céscaras Afines.

1. CéscarasEuclidianas (Euclidian Shells)

Consideremos la superficie media de la céscara en el sissema no deformado, que
denotaremos M,, parametrizada localmente por una funcién vectorial, suficientemente
diferenciable, expresadapor X,:U — R®, dondeU c R?.

Denotaremos a las coordenadas del dominio (u',u?). De tal manera que podemos
expresar, localmente,

M, = X, (u',u®) 2

supondremos ademas, como implicita y habitualmente se hace, que X, es una inmersion
topolégica (embedding en Inglés).

Las particulas de la cascara, en el estado original, tienen coordenadas curvilineas
(U'U?,U?®) vy lasrepresentamos en laforma

(UHU?,U%) = X(u',u?t) = X, (U, u?) = X (uhu?)+tn - con U=t ©)

donde hemos extendido, obviamente, la anterior funcion a X :U x(=h,h) = RR3, con
X(u,u?,0) = X,(u',u?) y i es el vector norma a la superficie media, que puede ser la
normal euclidiana, N,,, de la teoria clésica, o la normal unimodular afin, N

propio desarrollo. En cada caso aclararemos cuando se trate de una u otra.

En el caso euclidiano, usaremos la siguiente notacion para los principales objetos
geométricos, definidos en la superficie media antes de la deformacion, que intervienen en la
formulacién de lateoria:

de nuestro

ua !
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ly = ;B‘aaﬁdu“duﬁ : con 5= gﬁo : gl)j;’ (%)
denota la primera forma fundamental euclidiana, mientras que con la expresién
: 9°X
I, = %Laﬁdu“duﬁ, sendo L,; =N, auﬁaaa (5)
representamos a la segunda forma fundamental euclidiana, y con
Ny =Y M,du"du’, sendo M, =Y L,Ls=>a%L,l, . (6)
o,p A b7

laterceraforma fundamental euclidiana.

En el estado no deformado €l borde de la cascara esta compuesto de dos “caras’, que
son superficies paralelas a distancia 2h de la superficie media M, (medida a lo largo de la
direccion normal euclidiana definida por N, y de un “borde” formado por normales a las
caras. A su vez, estas caras tienen distancia constante a la “ superficie media” M, . En lo que
sigue, las coordenadas (U',U?%,U%=(U"U?t) representardn siempre este tipo de
coordenadas “normales’ basadas en M, ; es decir, a lo largo de una normal a M, las
coordenadas U',U? deben ser constantes mientras U*:=t mide la distancia con su signo
desde M,,.

Las caras entonces, tienen las ecuaciones U®=t=+h mientras que la superficie
media es U°=t=0. Si, como representamos anteriormente, a,, L5, M,;, SON,
respectivamente, los coeficientes de la primera, segunda y tercera forma fundamental
euclidianas de la superficie M, en las coordenadas normales euclidianas de la céascara, la

estructura euclidiana del espacio ambiente induce en forma natural sobre la cascara una
estructura Riemanniana, y obtenemos, mediante un calculo directo, los siguientes valores para

tal estructura en las mencionadas coordenadas normales (U*,U%,U%) = (U,U2 1)

dX oX
A?xﬁ:aua'w:aaﬁ_ZtLaﬁ"'tzMaﬂ
oX dX dX
As = A ou” ot ou* ™ @)
X odX
A.=— —=N_-N. =1
o ot % "

Correspondientemente a la céscara, y su superficie media, en el estado previo a la
deformacion, podemos considerar los objetos geométricos que pertenecen a la cascara en el
estado deformado, que denotaremos con un asterisco superior derecho. Asi, por gemplo
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X, :U = R® dondeU c R? representa la parametrizacion de la superficie media de la
céscaradeformada Mg = X (u',u®), donde destacamos que el dominio de definicion de esta

inmersion, U c R?, y sus parametros, o coordenadas del dominio, (u*,u®), son los mismos
que para la superficie media de |a cascara en el estado original, previo a la deformacion.

En consecuencia, todo €l resto de objetos geométricos cambian de un estado a otro y
se trata de determinar la naturaleza y extension de tales cambios, para cada uno de ellos.
Ahora bien, referente a la geometria de superficies, entre tales objetos estén los de naturaleza
intrinseca, pertenecientes y determinados por la métrica, que en el caso euclidiano es inducida
por la métrica usual del espacio ambiente, y los de naturaleza extrinseca, que son los
determinados por la direccion normal a la superficie y nos indican cémo la superficie se sitlia
en el espacio ambiente.

Los cambios de naturaleza intrinseca son comunes a todos los casos posibles de
estructura (pseudo)-Riemanniana, y para cualquier dimension: por eemplo para el caso
bidimensional de la superficie media, o para el caso tridimensional de la cascara. En
consecuencia, vamos a realizar una pequefia digresion en nuestra presente exposicion para
determinar estos resultados de validez universal.

Supongamos, entonces, tener dos estructuras (pseudo)-Riemannianas definidas en el
mismo espacio, variedad diferenciable M , que denctaremos (M,g) v (M,g’). Puesto que,
cada una de estas estructuras determina una Unica conexion, de Levi-Civita, veamos la
relacion entre tales conexiones y los correspondientes tensores de Curvatura Riemanniana.

Lema 1 (Relacion entre las conexiones de Levi-Civita): Sean (M,g) y (M,g")
estructuras (pseudo)-Riemannianas definidas en la variedad diferenciable M , denotemos con
V , V’ las conexiones de Levi-Civita asociadas y con Th. y T los simbolos de Christoffel

(de segunda especie) correspondientes. Entonces ambas conexiones estén relacionadas por la
ecuacion

FB’:\Z = FQC +TB/?: (8)

donde T representaalas componentes del tensor definido por

Tac :%Q*AR(Q;B\C +Grae _g;c\R) ©)

donde la barra inferior | denota derivada covariante con respecto a la conexion de Levi-Civita

deg, sendo g™ las componentes del tensor que representa la matriz inversa de ao .

Demostracion

Cada derivada covariante tiene por expresion:

g;B\C =E)c g:%B _F:c g;s _rgc g;R
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Oroe =9 Ore ~Tiw Ore —Tés Ui (10)
g;c\R =0% Gac ~T'ir Gre ~ Tk Ghe
sumando las dos primeras y restando la tercera, nos queda:

H

g;es\c + g:?C\B - g;c\R = ac g;‘B +aB g;c _aR g;c - ZF*BC g:—iR (11)
multiplicando ambos miembros por 1g™*® y sumando en el indice R:

__*

%Q*AR(Q;B\C"'g;c\s_g;c\R):%g*AR(ac g;B*'aB g;zc_aR g;c)_g ARF;:': g;R (12)

% g (g::as\c + g:RC\B - g;c\R ) = F;?Z - 5:1—‘;'—(':
=Tge —Tgc

(13)

lo que demuestra el lema.

Lema 2 (Relacion entre los tensores de Curvatura): En las condiciones del lema anterior,
las componentes de los respectivos tensores de curvatura Riemannianos asociados, R},

Riscp €Stén relacionadas por la ecuacion:

*

1, . . -
Racos = € ngico +ECD\AB € pics ~ Eacjan _E(gAM Rt’;ABD +0cm RQ\ADB)+ Ois (T/:BTCSD _T/I\_DTBSC) (14)

donde, por definicion, €,; = %(9:\3 -0 AB) + Y Engen denota la derivada covariante segunda
respecto ala conexion de Levi-Civitaasociadaalamétrica g .

Demostracion

Derivando el tensor con componentes €, :

Epgc = %(g;B\c ~ Fasc ) (15)

donde tenemos g,y =0, precisamente por definicion de la conexion de Levi-Civita
Entonces podemos escribir:

€pgc = %(ac O — g;u 1—‘LEjsc - g;u 1—‘l/ic ) (16)

derivando otra vez covariantemente, obtenemos:
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SAB\CD - ( CDgAB D g;u rgc _g;uaor{éc _aD g*BU r‘L/ic - g*BuaDrl/ch )_
_%( VgAB gAU g*BUFliV)r\éD -

i
2

~3(9cOn — Gl — gvurL/JAc)rV (7
_%(acgvs - gvu rléc - g:?,u 1—‘\L/Jc )FYAD
permutando indices y haciendo el computo de
8AB\CD + SCD\AB _8AD\CB - 8BC\AD (18)

nos queda:

2(‘EAB\CD tE€cpjas ~€npjce ~€acap ) =0coGse +9se9co ~ U0 — a0 Tec —
_aA g\*/DF\(/:B +aA g;vr\éo +aB gTAU rgD -
_aB g::u Flf\o _ac g\*/BF\,{\D +ac QQDFZ\B -
_aD g;u Fgc +d g*cu FliB _a gZ:DFV + (19
+dy gADFCB +dy ch —dy gABF\(/:D
+ (a Tep —0plge + T Tdp — F%vr\éc)'F
+ g::U (aDFL/iB - aBrl,JAD + FLIZJ)VF\;\B - rlévr\,go )+
+29:/u (Flécr\,go _rL/iBF\éD)

que comparamos con R.,,, € tensor de curvatura, asociado a la métrica

g = gusdu’du® (o sea, alaconexion de Levi-Civita V'),

A B

RACDB %(aco g*AB + aABg::D _aCBg*AD _aADg;C )+ (20)
+g" ([co,v] [ABU] -[BC.V] [AD,UT )

donde g™ son las componentes del tensor que representa la matriz inversa de g., ; y los
simbolos de Christoffel (de primera especie) de la estructura (pseudo)-Riemanniana
deformada g* estan dados por:

[MN'P]*:%(aNg*MP-'—aM g:\IP_an*MN) (21)
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mientras que los simbolos de Christoffel de la estructura (pseudo)-Riemanniana deformada
g de segunda especie se relacionan con los de primera especie por la ecuacion:
Fe=Tm+Te=0"[ABS] (22)
de la cual obtenemos, equivalentemente, que
[AB,C] = gea(T5s +Tie) (23)

En consecuencia, €l segundo término en la expresion de las componentes del tensor de
curvatura, de la estructura (pseudo)-Riemanniana deformada g, puede ser representado por

g*" ([co.v] [ABUT -[BC,V] [ADUT )=

(24)
= gis [(FIZ\B +TALB )(FSD +TCSD )_ (F;D +TALD )(Fgc +TB?: )]
y podemos representar las componentes del mencionado tensor por la expresion
R*ACDB = 8AB||CD + €CDHAB _EADHCB _EBCHAD -
_% (_aA g\*/Dr\éB +aA g;vr\cl:o + aB g;UFLCJ?D _aB g::urL/iD )_
_%(_acg\*/BF\/{\D +acg:/Dr\,/AB _aDg;urLéc +aDg;:uFL/iB)_ (25)

\ \

~3(-0v geoT s + 0\ GroT s + 0 Gacl o — Oy sl o ) —
_%( g;u RE.ZJBD + g::u RXDB )_ g\;u (Fgcr\//xo - FL/J&BFXD )"'
+gis I:(F;B +TALB )(F<S:D + Tc?: )_ (FLAD +TALD )(Fgc +TBsc )]

donde R, representaalas componentes del tensor de curvatura, respecto a la conexion de

Levi-Civita, paralamétricag.
Més alin, usando las ecuaciones anteriores podemos simplificar la Gltima expresion:
R*ACDB =€ pgiep +8CD\AB ~€apjcs ~ Eacjap +
+F\és g\jR (FiD +TAT)) - F\éD g\jR (ris +TARB) + F\A/\D g\jR (FEB +TCR;3) -
1, . .
_F\:\BgVR(FED +TcFl;) _E( Iau %JBD + 0oy RXDB)+

+gis [FE\BTCSD +TALBFgD +TALBTCSD - FIADTBSC _TALDFSC _TALDTBSC ]

(26)

entonces,

*

1, . .
RACDB = gAB\CD +8CD\AB _EAD\CB _eBC\AD _E( G WBD T 9 RUADB)+ Ois (T/-I\_BTCSD _T/:DTBSC) (27)
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Retornando a nuestra exposicion, y para finalizar esta seccion, recordemos que toda
superficie, en particular tanto M, como M,, debe satisfacer las Condiciones de
Integrabilidad, representadas por, [vii]:

1) Lasecuaciones de Gauss
Rgliv = Lay L(jf - Ltz/i Lf' (28)

2) Las ecuaciones de Mainardi-Codazzi

Ly —9sLy, =T2 L, ~TL

Y oy

(29)

PY

2. Condiciones de Compatibilidad para Céascaras Euclideas

Estas condiciones son derivadas a partir de lo establecido en la seccion anterior, Ultima
parte, de que ambas superficies deben satisfacer las condiciones de integrabilidad.
Primeramente, obtengamos la Ecuacion de Gauss. A partir de la (28), tenemos:

Ros = Lok ~Lsbus (30)
Ris = Lisbs —LsLs
donde ahora R representa al tensor de curvaturade M, y R el de M,
Ep = %(atxﬂ — 3 ) (31
derivando y sumando:
€up15 V€508 —Easup —Epras = o les — Lys Lo +
+%(g;u(Ly&L‘;,—LwL’;)-rg;l(LaﬁLg—LaéL’[‘,))— (32)
95 (C2C5 ~CoC3,)

que representa la condicidn buscada. Sin embargo, puede reducirse su expresion, puesto que
de esta Ultima podemos obtener, primeramente
9797 (€0p 0 T€5ap —Easp —Epras) =L L —LS L+
H( g (GG -0 gy (B -15L))- (39

-9,,9”9” (C,C;; —CiCp,)

A seguir contraemos indices. p con 8, ¢ con §, paraobtener
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efs —ef =L L +
+1(gf (LU - L) +gy (UL - Ly ))- (34)
-9,,979”(C},Cys —CiCp,)
que, por simetria de los indices de suma, puede alin reducirse a
ehs —eyf =L - 7L + 9 (L - LLs )~ 9., 9797 (C4C ~CLCp,) (39)

En segundo lugar, establecemos las condiciones de Mainardi-Codazzi. Por definicion,
tenemos:

L

ap.y

=9 L,-T"L, "L (36)

v —op ay —up By —ne

e intercambiando los dos Ultimos indices:
7 B~ aB Lw/ raﬂ uy Fll;y Lua (37)

Laecuacion de Mainardi-Codazzi, (o condicion de Codazzi para B) puede expresarse, segin
(29) por:

9Ly — 9L, =T% L, —T4 L (38)

av up af =y
Similarmente, podemos escribir para la superficie media deformada M
0L, —0 = (1"“ +Ch)L +(1““B +Cl)L,, (39)

la dltima ecuacion y la (38) implican que

—Loys = Clo s —Ci Loy (40)
Entonces, si definimos
W, = Loy =Ly (41)
resulta
5.y I_';ﬁyy —Lysy (42
intercambiando indices
Wy 5 = Luys = Loy (43)
Por lo tanto, por la (40) tenemos:
Wes, ~Woy 5 = Cay Lup —Clp Loy (44)
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En consecuencia de lo anterior, y puesto que por otra parte tenemos Wy, = g*w,; ., también
podemos escribir
ng - W?,B =g® (WDB,V - Wﬂ%ﬁ) =g® (Cff,/ LZB - Cgﬁ LZ‘V) (45)

Estas son las condiciones de compatibilidad de Mainardi-Codazzi para el caso
euclidiano. Algunos autores reducen esta expresion, realizando la contracion de o con y

para obtener

Wie =W 5 =97 (Chlus —ChsL) (46)

3. Cascaras Afines (Affine Shells)

En cuanto a la geometria unimodular afin: suponemos definida, en IR3, una 3-forma
exterior, o funcién determinante, prefijada, empleando el siguiente simbolo:

[ ., ]=det=determinante

Nuestra unidad de medida seré ahora el volumen.

Entonces, dada la misma superficie media anterior M,, siendo ésta una inmersion
topolégica (embedding), representamos los objetos geométricos de la geometria unimodular
afin por las siguientes expresiones: para construir la primera forma fundamental unimodular
afin definimos primeramente

X, X, 9°X,
=l— = 47
o |:8ul "ou? " ou“ou’ 4

entonces, si suponemos que la superficie es no-degenerada, i.e., H =det(h,,) # 0, podemos
escribir

G =[H[ ",y (48)
obteniendo la primera forma fundamental unimodular afin

I = Y, 0,,du”du’ (49)
a.p
gue es una estructura pseudoriemanniana, [i], [ii], [iii], [ix].
Se define ahora la normal unimodular afin por la expresion
Nu =3A(X) (50)
donde A ese laplaciano con respecto ala pseudométrica |, , 0 sea

ua?
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( U [fﬁgﬁax] con g =det(g,) (51)

Esfé&cil verificar, através de un calculo directo, que este campo vectorial resulta ser
transversal ala superficie media M, .
A partir de lo anterior, tenemos dos conexiones a considerar en la superficie media
M,:
1) Laconexion de Levi-Civita con respecto ala pseudométrica |ya: V.
2) La conexion inducida normal afin, V, o sea la proyeccion de D, la conexion playa
natural de R® como espacio vectorial, en ladireccion de Ny, i.e.:

V.Y =proy,_(D.Y) (52)
donde, en esta ocasion, hemos denotado con Z e Y, campos vectoriales tangentes a la
superficie media M, .

A continuacion definimos la segunda forma (clbica) fundamental unimodular afin,
como laderivada covariante normal afin de la primera forma fundamental, i.e. :

V()= (53)
gue en coordenadas locales representamos también por:
o =Y, Gy, du”du’ du” (54)

apy

con los coeficientes g,,, resultando totalmente simétricos en sus indices.

Finalmente, consideramos la tercera forma fundamental afin, que podemos describir
asi: a igual que en el caso euclidiano con la ecuacion de Weingarten, resulta también en
geometria afin de superficies que las derivadas locales de la normal afin pertenecen al espacio
tangente ala superficie en cada punto, i.e, podemos escribir

BX oX

— ﬁ 2

ML AT A L )
y definimos la tercera forma fundamental afin por la expresion:

I, =B,du“du’, con B,=>g,B] (56)
Y

Como se ha visto anteriormente, la definicion de céscara como un volumen
tridimensional, y en particular la estructura Riemanniana inducida en ésta por la métrica
euclidiana del espacio ambiente, queda generada naturalmente. En el presente caso de la
geometria unimodular afin, la extension no es tan inmediata. Sin embargo, también puede
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realizarse en forma canénica, como veremos a seguir. Partimos de la pseudo-métrica |, (que
esun invariante afin), sobre la superficie media M, :

X, 9X
gaﬁ = Iua(aug?’au/c;] (57)

En el presente contexto, nos proponemos definir para la cascara € una estructura
pseudo-métrica que sea invariante unimodular afin, y que denotaremos por

G =G;du'du’ (58)
es decir,
dX oX
Gi G(au' au’ ) (59)

Entonces, de (55) y puesto que debe preservarse la bilinealidad, escribimos en
coordenadas normales afines a la céscara,

oX oX
G, =G| 25, 2%
i (au“ au”)

oX ON, dX oN (60)
:G 0 +t ua ,70+t ua
(au“ ou” "ou” - au’ ]
por lo que, entonces, definimos
Gy = Qo — 2B, +1°Y BBy, (61)
A
ademés, para extender la definicion al resto de indices entre 1 y 3, también escribimos:
oX X
=G, =G —= [=G(X,,N,)=0 62
G3<1 a3 [aua au3 ) ( o ) ( )
y
oX odX
Gy =G| =—.,== |=G(Nu. N, )=1 63
33 [aUS au3 ) ( ) ( )
Esféacil ver que, para t = u® suficientemente pequefio, se cumple que:
det(G; )#0 (64)

y, en consecuencia, la anterior es una pseudo-métrica Riemanniana definida en la cascara,
Como nos proponiamos realizar.
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Condiciones deintegrabilidad para superficies afines|[i], [ii], [iii], [ix]
1. Apolaridad:

2,979y, =0 (65)
2. Ecuacion, de Mainardi-Codazzi Afin, (o Condicion de Codazzi para |, ):

Oopip — Yopus = Bou9p + B0 — Bi9s — B9, (66)

3. Condicién, o Ecuacidn, de Gauss Afin:
~ 1
Rf/ly =E(B£ga/l - Bfgay + Bala,uﬁ - Bau5f)_2(pgy ’ Aﬁl - Ag)t ’ A]B,u) (67)
donde wa es € tensor de curvatura, asociado a la métrica unimodular afin
l o= Zﬂ g,,du“du’ (o sea, ala conexion de Levi-Civita V), y A, = %29’3”9&“’ es

la forma contravariante de la segunda forma fundamental (o también, el tensor
diferencia, puesto que resulta A?, =7, -T%))

Nota: algunos autores llaman ecuacién de Gauss alarelacion
B _RB B
szl,u - B,u O — B/l gay (68)

donde RD’;ﬂ es el tensor de curvatura de lala conexién inducida normal afin V
4. Condicion de Codazzi para (el operador de formaafin) B :

B)., =B/, con  afBy=12 (69)

donde hemos indicado con ; la derivada covariante de la conexion normal inducida V. A
partir de lo anterior, usando e hecho de que las condiciones de integrabilidad deben ser
vélidas tanto para la superficie media de la cascara sin deformar, M, como para la superficie

media de la cascara después de la deformacion, M 0* , Se pueden deducir las

4. Condiciones de compatibilidad

Condicion de Mainardi-Codazzi Afin para |,

A partir de la (66), teniendo presente que la derivada covariante Levi-Civita para la superficie
media original no deformada M, es:

1876



S. Gigena, M. Binia and D. Abud

Oopys = s Oy — gaﬁuf% = Qo fﬁs = Qs fgﬁ (70)

permutando indices y restando resulta para la superficie media no deformada M, :

aé} g(xﬁy - aygaﬁ§ = Dys g,B‘y + Bﬁ5 ga}' - BOCYg.B5 - Bﬁ?’gaé +

. . - - (71)
+g(1yur‘l;§ + gB-py rg& - gaﬁurZy - gBéu ng
similarmente, para la superficie media deformada M :
95905, — 9,905 = Bos T, + BysOoy — By, U5 — B, Ol + 72
+g;yy r;il:? + g*ﬁw F;g - g;&u r;;;/ - g:}ﬁu F;I;/
Entonces, definiendo O gaﬁy O, £ obtiene
Copys = 050,5 — Gaﬁﬂl“yﬁ o, l"ﬁ,s —Gﬁwl"m; (73)
permutando indices y haciendo la diferencia, obtenemos:
Ooprs —Oupsy =050 s — Ol s — Ol s = 0,0 ops + 0o s +0 s, T (74)

en consecuencia

_ Tu Tu
=050,5,— 0,035 =0y U5 =05, Ths +0

Tu Tu
afy v~ ofs Fﬁy + 0-135ur

oy
=0; (9p, ~ gaﬂy)_ay (9op5 = 9o )~ (s = G )1:'55 ~(Gpp = Gpn ) Tis + (75)
+(g;5,u - gtx&,u )1:‘737 + (923511 - gﬁ5ﬂ )fgy

distribuyendo en cada término:

O-aﬁy s O-a/36 Y adu

_ * * * ""u * "'u * ""u * "u
G(xﬁyﬁ _O-aBS,y - aé g{xﬁy - ayg(xBé - garyurﬁS - gB}pF{zS + g{xSuFﬁy + gBéu F{zy -

TH U U S (76)
- (85 gaﬁy - ay gaﬁB - gawrﬁé - gBpraé + ga&urﬁy + gﬂﬁuray)
comparando el paréntesis de la expresion anterior con la (71):
Oupro =gy = (959usy =, Gupo = DL is = UL hs + Gona Ty + G T ) - 77

_(Baa 95y + Bps 9oy — Bay 95 — By, 9us )

Para la conexion de Levi-Civita, la diferencia entre el estado deformado y no deformado se
presenta segun la expresion:

T4 =Cl+TY% (78)
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entonces reemplazando nos queda:
Oupys ~Oupsy = [aa g;ﬁy _ay g;ﬁ& - gwmfﬁ% - g:sw fofé + g;suf‘z; + 9235“1:;‘;] -
- ( B.5 95 + Bps 9y — By Ops — Bg, Gus ) + (79)
+gLByC;‘5 + g;aycga - g/:ﬁéczgy - g:w@C;;y

ahora sustituimos la expresion entre corchetes por lo expresado en la ecuacion (72), con lo
gue finalmente tenemos:

Cuprs = Oy = 9upyCos + GuaChis — FupsCliy = Guas Cy +
+B,5 95, + By .y — B, O — By Ui — (80)
_B{x5 gBy - Bﬁ5 gay + Bay gﬁa + BBy Ous

Condicion de Gauss Afin
Seguidamente, aplicamos la ecuacion (27):
Ross = Eupos T Epas ~€asp — Epyas — (9o Rits + 9, Rl )+ 930 (CLCii —CLC5) (81)

al caso unimodular afin, para lo cual substituimos en la Ultima las componentes de los
tensores de curvatura de ambas superficies, usando en cada caso la condicion de
integrabilidad de Gauss afin:

Fi;ia/lu = %(Bﬁu 9o~ B;Ag;u + B;Ag;u - B;,U g;u)—%(ﬁ:ﬂ ’ g;nl -Al g;w)
Iiflu :%(Bfgwl - Bfgaﬂ + Bwl‘sf - Bauaf)_(pgﬂ Afl _Ag/l ’ Aﬁl)

para obtener la condicion de compatibilidad que estamos buscando:

(82)

€opns Y €608 —Easp —Epyas =
= 2(Bla s~ Bla Gy + Blolis = By s )~ 3(AY - Gl — A Qo)+
+3 0 (%(ngw ~B0, +By8) B0y ) - (As Al — Ay 'Afs))’f (83
+30, (%(Bﬁgaa — B9, +B,s65 - Baﬂ5$1)—('°gﬂ A=A Ay ))_
05 (erﬁ Co - C(jngy)

De la anterior podriamos aln obtener
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979 (€up 5 +Ex5.0p —€uop —Eppas) =
=1(Bygy By gy +B,°gy -By g, )~
—%gpagW(AX'QZna—A;?'Qan)Jf (84)
+39, (3(B157 —By&7 + BISy —BIS) ) (A7 A - AT A )+
+10,7 (5(ByoL —BLS, +BIOY —BLoY )— (A - Al — A Al )
0,997 (CJCls ~CliCh )
Contrayendo indices: p con 8, ¢ con §, ysimplificando obtenemos.
ehs —eyt =1(B, 0y’ B9y + B9’ =B 0;" ) -10%0” (A7 Qs — Al - Qo )+
+39 (3(8; -28; +B; ~Bl6) ) (AT A, )+ (85)
+50) (4(B - 2B +B ~BJ6} )-(-A" - A))-
-9,,9%9" (CJ,Cls —CiiCh )
gue puede aln reducirse a
efs —e5f =3(B 0’ ~ B9y + B0’ ~B;' 0, )-39%° 0% (A - Qs = Al - Uis )~ (86)
+107 (-BJS; + A - Al )~ 9,97 9% (CiyCls ~ClCh)
Condicion de Codazzi para (el operador de forma afin) B?

A partir de la condicion de integrabilidad (69).
Por una parte, la expresion de la derivada covariante normal afin de la Tercera Forma
Fundamental puede expresarse, en componentes, por la ecuacion

B, =9,Bs —T4,B,;-T%B (87)

ay —up By ~na

Por otro lado, €l tensor diferencia (entre las conexiones de Levi-Civitay Normal Afin)
viene dada por:

A, =10 —Tg (89)
en consecuencia, podemos también escribir
Bam = 87 Bml3 —l"f‘w Byﬁ —F‘ﬁ’yBW =

(89)
= ayBaﬁ - (ng + Afy) Buﬁ - (rﬁy + Agy ) Bua

obteniendo
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Baﬁ i Baﬁ:y uy Buﬁ uy Buoc (90)
Permutando indices

Ba%ﬁ ay B '%13 uy Afﬁ Bua (91)
y efectuando la diferencia: (90) - (91)

Balw - Ba%ﬁ = Baﬁ;y ai/ B Aﬁy up T Afﬁ BM (92

Ahora, puesto que la relacion entre la Tercera Forma Fundamental y el Operador de
Forma Afin viene dada por la ecuacion: B, = g, By, es posible derivar esta expresion y usar
lareglade Leibnitz para obtener:

Busir = 9 B + 90 Bsy (93)
nuevamente, por permutacion de losindices g y y:
Bay:ﬁ = gaﬂﬁ BV# + gaﬂ Bil/l:ﬂ (94)

por lo tanto, efectuando la diferencia (93) - (94) y teniendo en cuenta la condicion de
integrabilidad afin Bj;., = B/, , tenemos:

Baﬁ:y - Bay:ﬁ = Ooy B;; ~ Qoyp B}l'l (95)
y reemplazando esta Ultima expresion en la (92) obtenemos, primeramente,
Baﬁm - Ba%/i = gow B gauﬁ Y AXJ’ up + Aﬁlﬁ Bw (96)
Ahora bien, puesto que €l tensor diferencia también puede expresarse como:
Ay =29" Oy 97)
resulta, después de un calculo directo:
By, = Bus = Ay Bus — ApByy (98)

que es otra forma de expresar la condicion de integrabilidad (69) para superficies afines.
Entonces, a partir de la (98), podemos escribir las condiciones de integrabilidad para
ambas superficies:

ayBaﬁ ﬂ w_(r +Ail)Buﬂ_(f§ﬁ+A}ilﬁ)pr
1 9,B,—0,B, =(Is +A,)B, —(T5+A,)B, (99)
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diferencia de derivadas covariantes, con respecto a la conexion de Levi-Civita en la superficie
no deformada M, , obtenemos:

Si definimos el tensor diferencia por la ecuacién w,, :=B,; —B,, y calculamos la

Wopy =Wy = aywaﬁ - aBWaV Wy, rgﬁ = Wgy FZV (100)
= avB;ﬁ _aﬁB;}’ + B;MFZB - B;urg*/ - (avBaﬁ - aB B, + Bwrgﬁ - Bﬁurg}')
Usando la (99) obtenemos:
W, —Wey s = By (Cl +A,) =B, (Cly + Ay) +B, A B ALl (10D)
Esta es la condicion buscada, que también puede expresarse, si definimos
Wy = g*wW,, (102
como
\NZJ’ - Wf;,ﬁ =g% (WDB,V - Wm',B)
(103)

= gap [B:ﬁl (ng + A;V) - Bnu (Cﬁﬂ + A;Dﬂ) + BwAﬁli - BﬁuAﬁr]
Finalmente, por contraccion de los indices oz con v, y usando ademas la condicion de
apolarideden M, resulta

V\/;;,a _\A,Z,B = gap [B;iy (C;la + A{Jg) - B;,u (C;l/l + A:Z) + Bay A;lﬁ] (104)
que es la tltima condicién de compatibilidad buscada.
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