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Resumen. En este trabajo se propone utilizar redes neuronales informadas por fisica (PINN, por sus
siglas en inglés) para resolver paramétricamente las ecuaciones de gobierno del problema de conduccién
de calor bidimensional con fuente térmica mévil. Se computan soluciones generales no sélo en funcién
de las variables independientes espacial y temporal, sino también de un pardmetro geométrico que modu-
la la intensidad de la fuente térmica denominado radio caracteristico. Los resultados muestran un ajuste
preciso frente a las soluciones de referencia obtenidas mediante el método de elementos finitos. No obs-
tante, se reportan y analizan algunos modos de falla asociados con la satisfaccién de las condiciones de
borde, junto con aquellos encontrados a medida que la fuente térmica se torna mds intensa.

Keywords: PINN, Deep Learning, heat conduction, parametric solution.

Abstract. In this work, we propose use physics-informed neural networks (PINN) to parametrically
solve the governing equations of a two-dimensional heat conduction problem with a moving heat source.
We obtain general solutions not only as a function of the space-and-time independent variables but also
to a geometric parameter that controls the intensity of the thermal source, named the characteristic ra-
dius. The results show a precise fit with respect to the reference solutions obtained by the finite element
method. Nevertheless, we report and analyze some failure modes linked with the accomplishment of the
boundary conditions and also to those found as the heat source becomes more intense.
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1. INTRODUCCION

Los formidables avances en el desarrollo de herramientas de Machine Learning registrados
en los ultimos afios han derivado en innumerables y sofisticadas aplicaciones de propdsito gene-
ral. El ambito cientifico-tecnolégico, aunque en menor medida, no ha sido ajeno a tales avances
(Rabczuk y Bathe, 2023). En este contexto, las redes neuronales informadas por fisica (PINN,
por sus siglas en inglés) constituyen un desarrollo novedoso y prometedor, con una tasa de
evolucion extremadamente veloz (Cuomo et al., 2022). En esencia, las PINN son esquemas de
Deep Learning concebidos para resolver problemas directos e inversos descritos por ecuaciones
en derivadas parciales (Raissi et al., 2019).

El enfoque planteado por los modelos PINN permite eliminar la dependencia de grandes vo-
limenes de datos rotulados (Big Data) que caracteriza a muchas de las herramientas de Machine
Learning utilizadas como “modelos de caja negra” (Rabczuk y Bathe, 2023). Esto provoc6 un
renovado interés en la comunidad cientifico-tecnolégica debido al desafio practico que signifi-
ca configurar experimentos sofisticados en ambientes de trabajo desafiantes para obtener datos
confiables en cantidad necesaria. Otra caracteristica fundamental es la posibilidad de incorporar
informacién de principios fisicos elementales (Raissi et al., 2019; Cai et al., 2021), como el
principio de conservacion de la energia en el problema de conduccion de calor aqui plantea-
do. De esta manera, las soluciones obtenidas por los modelos PINN satisfacen por disefio tales
principios, algo que los modelos de Deep Learning tradicionales de caja negra no son capaces
de asegurar.

Los modelos PINN son particularmente ttiles para tratar problemas inversos en presencia de
datos escasos y/o ruidosos y para el descubrimiento de relaciones fisicas ocultas (Karniadakis
et al., 2021). En el caso de problemas directos, sin embargo, no son capaces de competir (atin)
con estrategias de resolucién numérica maduras y ampliamente aceptadas como el método de
elementos finitos (MEF). No obstante, la modificaciéon de cualquier pardmetro presente en las
ecuaciones de gobierno, ya sea propiedades materiales o caracteristicas geométricas, implica
resolver nuevamente el sistema de ecuaciones algebraicas construido por el método en cada
paso de tiempo. Por este motivo, la obtencion de soluciones paramétricas es una posibilidad
que queda fuera de su alcance. En cambio, los esquemas PINN permiten incluir los pardmetros
que se desean variar como entradas adicionales en los modelos, por lo que sus predicciones
resultan generales en relacion con las variables independientes y con tales parametros (Hosseini
et al., 2023; Cuomo et al., 2022). Esta caracteristica permitiria reducir drasticamente el costo
computacional en problemas de optimizacién al emplearlos como modelos sustitutos (Rabczuk
y Bathe, 2023).

Existen diversos antecedentes en la resolucion de problemas de conduccién de calor median-
te PINN (Cai et al., 2021), y especificamente aquellos donde se considera una fuente térmica
movil. Hosseini et al. (2023) calcularon los perfiles de temperatura y las dimensiones del ba-
flo de fusion que evolucionan durante el proceso de fusiéon de lecho de polvo ldser para cual-
quier conjunto dado de propiedades térmicas del material y condiciones de proceso a un costo
computacional practicamente nulo. Zhu et al. (2021) aplicaron modelos de aprendizaje profun-
do basados en fisica para el modelado tridimensional de procesos manufactura aditiva. Xie et al.
(2022) obtuvieron predicciones tridimensionales del campo de temperatura en metales durante
procesos de deposicion directa de energia monocapa y multicapa.

En este trabajo se propone la construccién de modelos PINN para predecir de manera pa-
ramétrica el campo de temperaturas en un problema de conduccién de calor bidimensional en
régimen transiente con una fuente térmica que se desplaza a velocidad constante sobre una pla-
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ca plana. El modelo ofrece predicciones que dependen no solo de las variables independientes
espacio-temporales de las ecuaciones de gobierno, sino también del “radio caracteristico”, que
modula la intensidad de la fuente. El caso emula rudimentariamente un proceso tecnolégico de
soldadura en el que la fuente térmica representa el aporte concentrado de calor utilizado para
fundir el metal. La implementacién busca explorar el potencial del modelado de problemas con-
duccidn de calor via PINN, resaltar sus fortalezas y debilidades, y descubrir posibles estrategias
de mejora.

2. PROBLEMA DE CONDUCCION DE CALOR EN REGIMEN TRANSIENTE

Sea una placa plana rectangular sobre la que se aplica una fuente de calor Gaussiana movil
sobre el eje de simetria longitudinal, con velocidad constante. El material es homogéneo e
isétropo y sus propiedades termofisicas son independientes de la temperatura. La superficie de
la placa no presenta pérdidas por conveccién ni por radiacion hacia el medio circundante. Bajo
estas hipétesis, las ecuaciones de gobierno adoptadas en forma adimensional son:

ou(&,n, )
WERT) _ Nu(en7)+0, WiEm) €7 e (0,7 (1)
Vu(&,n,7) =0, V(&n) e, e (0,4, (1b)
U(fﬂ?ao) = Uy, v(gan) S Qa 7=0. (IC)
donde L T
_r _Y _To _ — _ 4
g_L’ L7 £o L, T pCL2t_FO, [ T()’

son las variables definidas en base a las coordenadas espaciales (i, y), al tiempo ¢, a la tempera-
tura 1" en el problema original (con dimensiones) y a diversos pardmetros cuyos simbolos y sus
valores correspondientes se encuentran listados en la tabla 1. Asimismo, {2 representa el domi-
nio rectangular sin dimensiones definido como §2 = [0, 1] x [-H /2L, H/2L], 9 su perimetro
y Qel flujo de calor proporcionado por la fuente térmica.

TABLA 1: Pardmetros fisicos y geométricos del problema.

Descripcion Valor
Densidad p (kg mm—?) 7,6e—6
Conductividad térmica k¥ (W mm~* K1) 0,025
Capacidad térmica especifica ¢ (Jkg= ! K—1) 658
Longitud del dominio L (mm) 100
Ancho del dominio H (mm) 50
Tiempo total del andlisis transiente ¢ ¢ (s) 50
Temperatura inicial Ty (K) 273
Potencia total de la fuente QT W) 62,83185
Velocidad de la fuente v (mms—1) 2
Radio caracteristico g (mm) 1,0a10,0

El descrito es un caso idéntico al presentado en el trabajo de Alvarez Hostos et al. (2022).
Allf se muestran detalles de como la fuente térmica Q puede ser expresada en términos tanto de
las variables independientes adimensionales &, n y 7 como del radio caracteristico py:

- Q* (v )2/ 02 —p2/p2 " QT . pcL
Q(f)’r]”T’po):ﬂ-—pj(;)e (5 )/906 77/00, con QT:k_j'b y v :TU’

donde v*7 indica la posicion de la fuente sobre el eje £ en el instante 7.
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3. MODELO PINN

De acuerdo con el enfoque original de Raissi et al. (2019), el objetivo de un modelo PINN pa-
ra el problema de conduccién de calor es aproximar el campo de temperaturas u(&, 7, 7) que re-
suelve el sistema de ecuaciones (1) mediante una red neuronal de avance completamente conec-
tada (FC-FFNN, por sus siglas en inglés) representada matemdticamente como @ = fg(&, 7, 7).
Luego, se procede a escribir las ecuaciones de gobierno (1) como residuos:

_ 8f0(€77777)

7APDE(H) . 87' - Af@(gana’r) - Q<€77777—a P0)> (221)
TBC<9) = Vf@(fa 7, 7—)7 (2b)
TIC<9> = f9(§7 n, 0) — U, (2C)

donde los subindices PDE, BC e IC refieren a las ecuaciones de balance de energia, condiciones
de borde y condiciones iniciales, respectivamente. El computo de las derivadas de fg(&, 7, 7)
respecto a las coordenadas espaciales y al tiempo se lleva a cabo mediante el algoritmo de
diferenciacion automdtica (Raissi et al., 2019) conocido como AD o autodiff, empleado de
manera estindar en modelos de Deep Learning. En esencia, tal mecanismo permite obtener de
manera computacionalmente eficiente la derivada analitica de la salida de una red neuronal con
respecto a cualquier pardmetro del modelo y a cualquiera de sus entradas (Goodfellow et al.,
2016). Esto se consigue mediante la aplicacion recursiva de la regla de la cadena a través de
un grafo computacional, en virtud de que la red es una composicion de funciones elementales
cuyas derivadas analiticas son conocidas.
El ingrediente clave en los modelos PINN es la construccién de la funcién de pérdida:

L(0) :/rgDEquLwBC/ T%Cdf—kwlc/rfc dQ, 3)
Q o0 Q

donde wgc y wic son factores de ponderacion para asignar pesos relativos a los términos que
acompafian. En la préctica, las integrales deben ser reemplazadas por reglas de cuadratura ade-
cuadas (De Ryck et al., 2023). Esto implica la definicién de un conjunto de puntos de colocacion
en los dominios correspondientes donde se deben evaluar los residuos (2) que componen la fun-
cion de pérdida. Se demuestra que los errores de generalizacién pueden ser arbitrariamente
pequeios a medida que la cantidad de puntos de colocacién se hace lo suficientemente grande
(Mishra y Molinaro, 2023).

En el caso planteado en este trabajo, la Unica diferencia respecto a la formulacion descrita al
comienzo de esta seccion es que la red neuronal cuenta con cuatro entradas en lugar de tres con
el fin de incluir el pardmetro adicional py € [pi™, py*], donde piif y pi™® refieren a los limites
inferior y superior adimensionales del rango de variacién adoptado para el radio caracteristico
(ver tabla 1). De esta manera, las predicciones que se obtienen con este modelo son paramétricas
en relacion a tal entrada. La forma matemdtica de este modelo paramétrico se expresa como

fe(gv n,T, PO)
3.1. Datasets para entrenamiento

La construccion de un modelo PINN descansa sobre la definicidn de tres datasets necesarios
para realizar el entrenamiento, denominados como Xppg, Xpc, Xic. Matemdticamente,

Xppg = {Pi = (&, M5, i, poi) /| P € Q x (0, 75] x [Pi)nf, P(S)UP]; =1, aNPDE}a (4a)
Xpc = {Qi = (&M, Tiy poi) Qi € 02 x (0, 7¢] ¥ [Pi)nfa Pis)up]§ =1 ’NBC}7 (4b)
Xic = {Ri = (&, 0, poi) /Ry € QUOQ X [pg", po"); i = 1, -+, Nic}. (40)
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Debido a que la presencia de la fuente térmica genera gradientes térmicos elevados en las
inmediaciones de su posicion, resulta necesario considerar una estrategia de muestreo particular
en el conjunto Xppg similar a la propuesta por Hosseini et al. (2023). El objetivo es generar una
mayor densidad de puntos en la zona térmicamente afectada por la fuente mévil. El descrito es
un procedimiento que se asemeja a los empleados en la implementacién de métodos numéricos
cléasicos, como por ejemplo las estrategias de refinamiento y mallado adaptativo en el MEF o la
estrategia de superposicién de nodos en el método Galerkin libre de elementos (Alvarez Hostos
et al., 2022).

La cantidad de puntos de colocacién utilizados en el conjunto de entrenamiento para el inte-
rior del dominio, las fronteras y la condicion inicial es Nppg = 40 000, Ngc = 10000 (2500 por
cada lado) y Nic = 10000, respectivamente. La figura 1a muestra en simultaneo las coordena-
das dimensionales (x, y) de los puntos de colocacidn pertenecientes a los conjuntos definidos en
el interior del dominio y sobre la frontera, Xppg y Xpc respectivamente. La figura 1b muestra
lo propio, pero respecto al conjunto Xjc. Se aprecia claramente la mayor densidad de puntos
del conjunto Xppg en la regién por donde pasa la fuente térmica. Por otro lado, si bien la dis-
tribucion de puntos perteneciente al conjunto Xjc es mas homogénea en el dominio, también
incluye una regiéon de mayor densidad centrada en la posicion inicial de la fuente térmica, el
punto (0, 0).

Ancho (mm)
Ancho (mm)

0 20 40 60 0 100 0 20 40 60 30 100
Largo (mm) Largo (mm)

(A) Puntos de colocacién para ¢t > 0. (B) Puntos de colocacién para t = 0.

FIGURA 1: Subconjuntos de datos para entrenamiento.

3.2. Arquitectura e hiperparametros

La red neuronal tipo FC-FFNN cuenta con cuatro entradas: la posicién &, i) sobre el dominio,
el tiempo 7 y el radio caracteristico py; y una salida que corresponde a la temperatura u. La
figura 2 muestra un esquema del modelo PINN adoptado en el que se aprecia la mencionada
red, las funciones de pérdida expresadas en términos del error cuadratico medio de los residuos
(2) y el lazo de retroalimentacion. Este ultimo permite actualizar iterativamente los pardmetros
0 del modelo mediante el algoritmo de aprendizaje basado en el gradiente V£(8) de la funcién
de pérdida global, hasta satisfacer una tolerancia deseada e.

Se ensayaron 5 experimentos cuyos modelos asociados se denotan como M1, M2, M3, M4
y Mb. La tabla 2 muestra los detalles de los hiperpardmetros adoptados en cada caso. Los acré-
nimos NCO y NNxC refieren al nimero de capas ocultas y al nimero de neuronas por capa,
respectivamente. En todos los casos, se utilizaron funciones de activacién tipo tangente hiper-
boélica en todas las unidades de las capas ocultas. Asimismo, el proceso de minimizacion de la
funcion de pérdida se lleva a cabo con el algoritmo iterativo cuasi-Newton de memoria limitada
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L-BFGS (Nocedal y Wright, 1999). En particular, en M2 se utiliza una estrategia secuencial
que combina el optimizador conocido como Adam (Goodfellow et al., 2016) con L-BFGS. [r
es la tasa de aprendizaje asignada al algoritmo de optimizacién que controla el paso de avance
en la direccion del gradiente computado, y el nimero de épocas refiere a la cantidad maxima de
iteraciones en el bucle de entrenamiento.

TABLA 2: Hiperparametros definidos en cada experimento.

Arquitectura Optimizador
Modelo yco  NNxC Tipo Ir Epocas
Ml 5 50 BFGS 1,0 15000
M2 5 50 Adam+BFGS 5e—4|1,0 3500+ 10000
M3 5 100 BFGS 1,0 15000
M4 6 150 BFGS 1,0 15000
M5 6 200 BFGS 1,0 15000

Por tltimo, cabe mencionar que el comportamiento fisico esperado como consecuencia del
aporte de calor por parte de la fuente térmica es un incremento de la temperatura en el dominio
desde el valor dado 1 en la condicion inicial. Para asegurar que las predicciones del modelo de
PINN sean consistentes con esta condicion, se utiliza una funcién de activacion tipo softplus en
la salida de la neurona correspondiente a la dltima capa del modelo. Tal funcidn, cuya expresion
es f(z) = B 'log(1 + €°*), representa una aproximacién a la funcién rampa cuyo grado de
suavidad depende del parametro /3.

Médulo Informado por Fisica

—_—_————_——_————_e—_ee—_ e e e e e ———_— ———

MSE del residuo en las condiciones iniciales:

g - 1 N 2
- £icl®) = 75 2 [fo(Fs) = o]
T G R MSE del residuo en las condiciones de borde:
- Npc
Po— i=1

MSE del residuo de la ec. de balance de energl’a2:

Nepe
Lron(8) = 30— Y [af‘g,—“’) ~ Afo(B) - O(P)
i=1

|

|

|

|

’ |

Lac(8) = 5~ 3 [V/a(@)] :
|

|

|

|

Funcién de pérdida global
L(0) = Lrpr +wscLre + wicLic

AutoDiff

Algoritmo de aprendizaje Gradiente | No LI,
basado en gradiente <«———————— VoL(0)

FIGURA 2: Arquitectura del modelo PINN.

3.3. Implementacion computacional

Todas las rutinas desarrolladas para los distintos casos fueron escritas en Python. Se utiliz6
principalmente la biblioteca PyTorch para permitir el desarrollo de las rutinas asociadas con los
modelos de aprendizaje profundo, en combinacién con PyTorch Lightning. Los cddigos fuente
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de la implementacion pueden encontrarse en el repositorio publico disponible en internet bajo
la direccion https://github.com/btourn/PINN_HeatConduction2D.

4. RESULTADOS

Las graficas de la figura 3 muestran la evolucion de la funcién de pérdida global y la influen-
cia de sus distintos términos, para cada uno de los modelos definidos. Se reportan los resultados
solamente hasta las 10 000 épocas de entrenamiento.

— M1 M1 —Mi
—M2
— M3

M4
10 —Ms5

-2 2 -2
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Epochs (x10%) Epochs (x10%) Epochs (x10%) Epochs (x10%)

(A) L (B) LppE (€) Lc (D) Lyc

FIGURA 3: Evolucién de las funciones de pérdida.

El modelo M4 es que el presenta el mejor desempefio en relacién con el valor de la funcién
de pérdida global L. Por ello, es el que se emplea a continuacién para mostrar y analizar las
predicciones proporcionadas en diversos casos. Cabe resaltar que, una vez entrenado hasta un
umbral de error aceptable, el modelo es capaz de brindar inferencias de temperatura « para
cualquier punto (£, 7) del dominio considerado, instante de tiempo 7 y valor del radio caracte-
ristico pg, a costo computacional practicamente nulo. Tales inferencias tienen sentido solo si los
valores de los integrantes de la tétrada (£, 7, T, pg) se encuentran cada uno de ellos dentro del
rango de valores para los que fue entrenado el modelo.

Las figuras 4, 5 y 6 muestran los campos de temperatura T obtenidos por el modelo M4
sobre un conjunto de prediccidn que consiste en una grilla suficientemente fina de puntos en los
que se computa las inferencias. Tales predicciones se comparan con soluciones obtenidas por
el MEF y consideradas como ground-truth (denotadas como 7.,) sobre una malla de cuadrila-
teros definida a partir de la grilla de puntos previamente mencionada. Por ultimo, se muestra la
diferencia proporcional punto a punto entre ambas distribuciones.

5. DISCUSION

Los modelos entrenados desde el inicio con el algoritmo L-BFGS presentaron una conver-
gencia significativamente mds rapida y estable que el modelo M2 entrenado hasta la época 3500
con Adam. Esta observacion se encuentra en linea con los resultados de Hosseini et al. (2023),
que emplearon exclusivamente L-BFGS en sus modelos. Resulta evidente que el precondicio-
namiento de la direccion de descenso con informacion de la curvatura de la funcién de pérdida
proporcionada por tal método favorece el proceso de entrenamiento.

En todos los casos, la tasa de convergencia se reduce notoriamente a medida que progresa el
entrenamiento al punto que, a partir de las 10 000, no se registran practicamente cambios favo-
rables. La componente Lppg presenta la maxima contribucion a la pérdida total (ver figura 3b).
Por su parte, la satisfaccion de la condicion inicial, cuantificada por Ljc, es mas que adecuada
(ver figura 3d). La reduccion en la tasa de convergencia se debe posiblemente a la influencia
que posee el término Lpc sobre la pérdida global (ver figura 3c). Lgc permanece estancada en
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FIGURA 5: rg = 5 mm.

un valor relativamente alto alrededor de 0,2 en todos los modelos. Esto quiere decir que las
condiciones de borde Neumann sobre los contornos del dominio no se satisfacen adecuadamen-
te, y que en consecuencia se ve comprometido el desempefio del modelo. Esta observacién es
habitual en el modelado por PINN y constituye uno de los principales modos de falla (Krish-
napriyan et al., 2021; Wang et al., 2021). Sin embargo, las estrategias especificas para mitigar
tales efectos indeseables se encuentran fuera del alcance de este trabajo.

De las figuras 4, 5 y 6 se aprecia que la temperatura en la zona delante de la posicion de la
fuente térmica movil queda practicamente inalterada respecto al estado inicial, mientras que la
zona posterior se encuentra claramente afectada por su paso. Asimismo, se observa que las pre-
dicciones son aceptablemente simétricas respecto al eje de simetria longitudinal. Vale destacar
que esta ultima caracteristica fue alcanzada sin imponer ninguna condicion particular sobre el
modelo. En todos los casos se aprecia un ajuste 6ptimo en practicamente todo el dominio. Sin
embargo, la zona proxima a la frontera en x = 0 es la que presenta las mayores discrepancias,
como asi también aquellas porciones de las fronteras en y = —25y y = 25 afectadas térmica-
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FIGURA 6: rg = 8 mm.

mente luego del avance de la fuente. Si bien tales discrepancias no superan en ningin caso el
12 % de error respecto a la solucién exacta, no puede afirmarse que la prediccién del modelo
sea adecuada en dichas regiones. Es importante resaltar que no ha sido posible mejorar el ajuste
sobre tales regiones mediante técnicas tradicionales. En consecuencia, resulta evidente la nece-
sidad de comprender el mecanismo que genera tales defectos en presencia de condiciones de
borde tipo Neumann, de manera de elaborar una estrategia que provea un ajuste adecuado del
término de pérdida asociado.

5.1. Limitaciones del modelo

Pese a la gran cantidad de experimentos preliminares en los que se modificaron pardmetros
de la arquitectura, optimizadores, cantidad y distribucién de puntos de colocacién, entre otras
modificaciones, no fue posible construir un modelo PINN que permita resolver paramétrica-
mente las ecuaciones (1) cuando los datasets (4) contemplaron rangos de variacion del radio
caracteristico py € [pi, py"] correspondientes con riM < 75" < 1,0 mm.

Si bien este comportamiento no ha podido ser vinculado a una explicacién cuantitativa satis-
factoria, es posible asociarlo con algunos aspectos de la naturaleza fisica del problema en estu-
dio. Las figuras reportadas por Alvarez Hostos et al. (2022) para o = 0,2mm y ro = 0,02mm
muestran que la solucion presenta practicamente una singularidad en el campo de temperaturas
en la ubicacion instantdnea de la fuente. Esto indica que los gradientes de temperatura en dicha
zona son excesivamente pronunciados. Es evidente que esta caracteristica ocasiona dificulta-
des tanto en el modelo PINN propiamente dicho (a través del computo de las derivadas de la
temperatura respecto a las entradas mediante el mecanismo de autodiferenciacién) como en el
proceso de optimizacion, dado que la funcion de pérdida también se ve afectada de una manera
que no resulta facilmente predecible.

Si bien el estudio de los motivos que originan el comportamiento descrito, asi como las
medidas necesarias para mitigarlo adecuadamente, quedan fuera de los alcances de este trabajo,
la obtenciéon de modelos de PINN para casos mds generales en presencia de gradientes muy
pronunciados constituye otro modo de falla tipico que ha tratado de ser abordado con mayor
o menor éxito en la literatura (Krishnapriyan et al., 2021; Wang et al., 2021; Deguchi y Asai,
2023; McClenny y Braga-Neto, 2023). Los autores reconocen esta como una oportunidad para
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orientar esfuerzos futuros con el fin de realizar contribuciones significativas al modelado via
PINN.

6. CONCLUSIONES

El caso de estudio aqui presentado evidencié la capacidad de los modelos PINN entrenados
de manera no supervisada para ofrecer soluciones generales paramétricas al problema bidimen-
sional de conduccién de calor con fuente térmica movil, en relacién al radio caracteristico py.
Sin embargo, las predicciones sufrieron discrepancias de alrededor de un 10 % respecto a la so-
lucion de referencia en zonas proximas a las fronteras fisicas detrds de la posicion de la fuente,
asociadas al incumplimiento de las condiciones de borde impuestas en tal region, lo que sugiere
la necesidad de tratar especificamente este problema en futuros trabajos. Asimismo, el modelo
presentd limitaciones en presencia de gradientes de temperatura pronunciados provocados por
valores de 7o < 1 mm. Se deja también para trabajos futuros el andlisis de los motivos que
ocasionan el desempefio sub-6ptimo bajo tales condiciones y sus medidas paliativas. Un fac-
tor clave a destacar es la estrategia de muestreo de los puntos de colocacion, que se encuentra
intimamente relacionada con la fisica del problema. Por dltimo, en relacién con el modela-
do y simulacién de aplicaciones tecnoldgicas realistas como procesos de soldadura via PINN,
existen varias lineas de investigacion posibles como la inclusién de propiedades termofisicas
dependientes de la temperatura o la posibilidad de contemplar un movimiento arbitrario de la
fuente térmica con velocidad variable, por mencionar algunos.
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