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Resumen. La fabricacién aditiva ha tenido un crecimiento exponencial en los dltimos afios. Lo que
genera interés en la implementacién, para la construccion de meta-estructuras. Estas, pueden generar un
comportamiento vibratorio muy interesante, es decir, la presencia de bandas de atenuacion en un deter-
minado rango de frecuencias. En este trabajo se introduce un modelo computacional unidimensional de
viga recta de paredes delgadas, con la inclusién de resonadores mecanicos masa-resorte. Se construyd un
modelo de elementos finitos 1D a partir de la formulacién débil del principio de trabajo virtual. El mode-
lo fue evaluado mediante diferentes ensayos dindmicos, en vigas rectas fabricadas con la tecnologia de
impresion 3D. En tal sentido, el resorte de los resonadores también fue fabricado con dicha tecnologia.
Paso previo, se realizaron ensayos para determinar los parametros de rigidez y masa efectiva del resona-
dor, al fin de obtener valores para la posterior comparacién con el modelo a evaluar. Dichos pardmetros,
pueden generar una modificacién en la banda de atenuacién, esto hace que el estudio de la variabilidad
ante la incertidumbre en dichos pardmetros sea relevante para nuestro andlisis.

Keywords: 3D Printing, Meta-structures, Attenuation , Experimental Tests.

Abstract. Additive manufacturing has had an exponential growth in recent years. This generates interest
in its implementation for the construction of meta-structures. In this work, a one-dimensional compu-
tational model of a thin-walled straight beam is introduced, with the inclusion of mechanical mass-spring
resonators. A 1D finite element model was built from the weak formulation of the virtual work princi-
ple. The model was evaluated through different dynamic tests, on straight beams manufactured with 3D
printing technology. In this sense, the spring of the resonators was also manufactured with this techno-
logy. As a previous step, tests were carried out to determine the stiffness and effective mass parameters
of the resonator, in order to obtain values for later comparison with the model to be evaluated. These
parameters can generate a modification in the attenuation band, which makes the study of variability due
to uncertainty in these parameters relevant to our analysis.
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1. INTRODUCCION

La fabricacion aditiva ha tenido un avance mas que significativo en la dltima década. Dentro

de estos métodos de fabricacion se encuentra el método de impresiéon 3D FDM (Fused Deposi-
tion Modeling). Con el cual se pueden conseguir fabricaciones avanzadas con niveles de detalle
muy elevados (Zhou et al., 2023). En este sentido, el prototipado rdpido y la idea de confeccio-
nar el modelo para la fabricacion de piezas o productos, hace que la misma se vuelva cada vez
mas elegida. Dentro de estas elecciones se encuentran desarrollos en el dmbito de la industria
aeroespacial, automotriz, aerondutica, etc. Ademads, otro de los atractivos, es una amplia varie-
dad de materiales y el espectro de temperaturas que pueden manejar los equipos utilizados en
dicha tecnologia, para la construccion de estructuras complejas, combinando diferentes mate-
riales y propiedades (Wu et al., 2023).
En este trabajo se introduce un modelo computacional 1D de elementos finitos, para una vi-
ga recta de paredes delgadas, con la inclusion de resonadores masa-resorte. Dicho modelo fue
evaluado por diferentes ensayos dindmicos, que se realizaron en vigas rectas fabricadas con la
tecnologia de impresion 3D FDM. En primer lugar se evalué la robustez del modelo mediante
la comparacién directa de las frecuencias naturales obtenidas en los ensayos experimentales.
Por otra parte y para realizar el andlisis de las bandas de atenuacion se disefiaron y fabrica-
ron, también mediante el método de impresiéon 3D FDM, resortes romboidales que al agregar
una masa determinada formaran el resonador masa-resorte necesario para la conformacion de la
meta-estructura deseada. La constante de rigidez de dicho resorte se obtuvo mediante un ensayo
de tipo estdtico, a los efectos de tener los datos necesarios para poder sintonizar la frecuencia
del resonador con diferentes masas.

Por ultimo, se crea el modelo estocdstico, apelando al modelo computacional del enfoque
determinista. Cuyas funciones de densidad de probabilidades (PDF) se deducen del principio
de méxima entropia (Soize, 2017). Se utiliza el método de Monte Carlo para generar el modelo
estocdastico, para el cual se deben ejecutar diferentes simulaciones con realizaciones indepen-
dientes.

2. DESARROLLO
2.1. Descripcion cinematica del modelo.

En la Fig. 1 se muestra un esquema de una viga recta de pared delgada, con la inclusiéon
de resonadores mecdnicos a lo largo de la misma. En la cual el punto de referencia principal
{C'} se encuentra en el centro geométrico de la seccién transversal, la cual es rectangular y
rigida, donde el eje X es paralelo al eje longitudinal de la viga, mientras que Y y Z son los
ejes asociados a la seccion transversal. Las principales dimensiones asociadas a la viga son:
la longitud L, el ancho b y el espesor h. Teniendo en cuenta que las mismas respetardn las
relaciones establecidas para una viga de pared delgada % < 0,05.

El modelo tedrico de la meta-estructura portante se basa en las siguientes hipétesis:

A-La seccidn transversal de la viga recta tiene la configuracion de paredes delgadas. B-La sec-
cion trasversal es regular y rigida en su propio plano. C-El campo de desplazamientos tendra
los términos lineales de primer orden para su descripcion.

Teniendo en cuenta las hipétesis antes descriptas, tendremos el siguiente campo de desplaza-
mientos(Piovan y Cortinez, 2007)
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Figura 1: Viga recta con resonadores mecanicos.

Ux u, — wb, 0 -0, -0, 0
uy o = u, +1 6. 0 =0, Y ¢ (D
Uy u, -0, 0, 0 z

De la Ec. (1) se desprende que: u, u,, u, serdn los desplazamientos del centro de referencia,
0.y 0, pardmetros de rotacion flexional, ¢, es el pardmetro que indica la intensidad de alabeo y
¢, es el parametro de rotacion torsional. Por dltimo, cabe aclarar que w es la funcion de alabeo.

2.2. [Ecuaciones constitutivas y campo de deformaciones.

Conforme al campo de desplazamientos y a las variables cinematicas, se define el vector
desplazamiento, el vector deformacién y el vector de esfuerzos internos (Piovan et al., 2012)
~T ~T
U = {uzauycaszuzca0y7¢za0x} D - {SDI;ED27€D375D4a€D57€D675D7;€D8}

(2)
QT = {Qma Mya MZ: B? an Qza va Tsv}

De esta manera, la expresidon general de las ecuaciones constitutivas de los esfuerzos en
funcion de las deformaciones generalizadas queda definido de la siguiente forma:

~T ~T
Q =[J|D (3)

Donde Jg es la matriz constitutiva de los esfuerzos y los coeficientes J;;, que forman parte
de la matriz, se pueden encontrar desarrollados en el trabajo de Piovan et al. (2012).

Se definen las componentes del vector deformacion, en funcién de las variables cinematicas
involucradas para el caso de andlisis.

w00, 00 0h
E€p1 = oz’ E€p2 = or €p3 = or’ Ep4 = or @
3uyc a'u/zc a(bx a(bw

€ps = Oy - 0., 5D6:E+0y7 €p7r = D7 — 0., €eps= B

De la misma manera, podemos realizar el planteo de la parte inercial, donde se obtiene la
matriz de coeficientes de inercia.
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=M U =iy, 00z, 0, 60,02 ) 5)
Donde M, es la matriz de coeficientes de inercia y los coeficientes [;;, que forman parte de la
matriz, se pueden encontrar desarrollados en el trabajo de Piovan et al. (2012).

2.3. Discretizacion en elementos finitos. Principio de trabajo virtual.

Se realiza el estudio paramétrico del problema planteado, empleando un elemento finito
unidimensional, en base a la formulacidn débil de las ecuaciones que rigen la estdtica y dindmica
de la meta-estructura. Esta formulacion se obtiene mediante el principio de trabajo virtual, a
partir del siguiente indicador variacional.

Wi = / (D' Q) da + / 50T M, Udz — / 50" Pyde ©)
L L

L

Donde I~’X, es el vector de fuerzas externas. Luego, la formulacién del elemento finito se
obtiene mediante la discretizacién de la Ec. (6), donde se utilizan elementos de 5 nodos y
funciones de forma cuarticas (Piovan y Cortinez, 2007). Dentro del presente trabajo, se utilizara
un discretizacion de 16 elementos, para luego realizar una comparacion directa con el modelo
experimental. El vector de las variables de desplazamiento se expresa de la siguiente manera:

U, = {72 7Y 7" 7

— i (7)
US) = {u:ccja uycja sza uzcja ) chja qucja 9906]} ] = 17 27 37 4a 5

A partir de la formulacion débil devenida del principio de trabajo virtual y aplicando los pro-
cedimientos variacionales convencionales (Piovan y Cortinez, 2007), se obtiene la siguiente
ecuacion de elementos finitos:

KU+CU+ MU =F

(8)
C=mM+mnK

donde Ky M son las matrices globales de rigidez y masa, C' es la matriz de amortiguamiento
proporcional de Rayleigh, los coeficientes 1; y 7, en la Ec. (8) se pueden calcular empleando
dos coeficientes de amortiguamiento dados (es decir, &; y &) para el primer y segundo modo
(Bathe, 1996); mientras que U, U y F'son los vectores globales de desplazamientos nodales,
aceleraciones nodales y fuerzas nodales, respectivamente. Con lo cual el método de elementos
finitos y la respuesta en el dominio de la frecuencia del sistema dindmico dada por la Ec. (8),
deriva en la siguiente ecuacion matricial correspondiente a la dindmica del modelo:

U=[K—-wM+juC] ™ F ©)

Donde U y F son la transformada de Fourier del vector de desplazamiento y el vector de fuerza,
respectivamente; mientras w es la frecuencia circular medida en [rad/seg].

2.4. Resonadores masa-resorte.

Se incorpora la dindmica de los resonadores mecanicos masa-resorte, donde tendremos una
ecuacion dindmica para la ubicacion de los resonadores, en este caso la direccion del eje Y.

mrjﬁyj -+ krjayj = k:rjuyj j = 17 ceey N (10)
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Donde ,; es la coordenada del resonador con respecto al eje Y. El desarrollo de la dindmica
de los resonadores masa-resorte, alteran la parte inercial de la formulacién débil de la Ec. (9),
modificando de esta manera la matriz global de inercia. Por lo tanto, se introducen dos para-
metros a tener en cuenta. Por un lado la frecuencia de sintonia del resonador, definida como

Wy = 4 /fl—T. Esta frecuencia, es un parametro importante dentro de la meta-estructura, ya que

nos permite posicionar el bandgap en la zona que el estudio requiera (Sugino et al., 2018). Por
otro lado, se introduce un coeficiente o, que es el cociente entre la masa total de los resonado-
res mecdnicos y la masa de la viga (masa distribuida). Ya que especificamente, el tamaifio del
bandgap, dependera de la relaciéon de masa total agregada (Sugino, 2016). El coeficiente o se
define de la siguiente manera:

s
= AZM (11)

Donde m,; es la masa de cada uno de los resonadores, /), es la distancia entre los mismos
a lo largo de la longitud de la viga, A y p son el area de la seccidn transversal y la densidad
de la estructura portante. De esta manera, al introducir la dindmica de los resonadores, se ob-
tiene una nueva matriz global de inercia M, que nos deriva en una nueva ecuacién matricial
correspondiente a la dindmica del modelo con resonadores masa-resorte:

Q;

0 — [K—Mw2+jw0] P (12)
En la Fig. 2 se puede observar el resonador disefiado para los ensayos experimentales pre-
sentados en el presente trabajo. El resorte romboidal tiene las siguientes dimensiones: Longitud
0, 03m, ancho 0, 025 m y espesor de pared 0, 006 m. El mismo fue construido mediante impre-
sién 3D, y el material utilizado fue PETG. Para determinar la constante de rigidez del resorte,
se realizé un ensayo de tipo estdtico con carga de avance continuo. Del cual se tomaron los
datos de dos sensores independientes para generar la curva necesaria, en este caso una recta y
determinar la constante buscada. El valor de la rigidez del resorte que arrojaron los diferentes
ensayos es k, = 7494 N/m. Con el dato de esta constante, se puede seleccionar una masa ca-
librada para sintonizar el resonador a una frecuencia conocida, cercana a la de resonancia de la
viga. Y de esta manera generar la atenuacion en esa zona.

(@) (b)
Figura 2: (a) Resonador Masa-Resorte.(b) Modelo CAD 3D del resorte romboidal.

2.5. Modelo estocastico

A partir de la formulacién de elementos finitos y del modelo deterministico, se construye el
modelo estocdstico. Considerando como variables aleatorias a los parametros inciertos que pue-
den variar de acuerdo a la construccién de nuestra meta-estructura. Las variables aleatorias se
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representan por las PDF, para luego utilizar el principio de méxima entropia (Piovan y Sampaio,
2015). Para el presente trabajo, son de interés dos parametros inciertos. Por un lado la constante
de rigidez del resorte romboidal %, y por otro el médulo de elasticidad del material utilizado
para la impresién de la probeta tipo viga F. Las variables aleatorias V; con i=1,2 se consideran
acotadas, cuyos valores limites son conocidos. En este sentido, se asume que el valor medio de
las mismas coincide con el valor nominal deterministico de cada uno de los pardmetros selec-
cionados £{V;} = V,,1=1,2 con el fin de chequear la convergencia.

De lo anterior, las PDF de las variables pueden ser expresadas de la siguiente manera:

1 1
Uy, — Ly, 2V/3V,00ui

Donde S[Ly;,Uy,] es el soporte, Ly, y Uy, son las cotas inferior y superior, V; es el valor
esperado y d,; es el coeficiente de variacion, todos pertenecientes a la variable V;, i =1,2. En
consecuencia y mediante la funcion de Matlab unifrnd( V; (1 — 5U¢\/§) Vi (1 + 5Ui\/§)), se
generan las realizaciones correspondientes para las variables aleatorias V; ¢ = 1, 2. Mediante
el modelo de elementos finitos de la Ec. (8) y la Ec. (12), a través del método de Monte Carlo,
con las PDF definidas en la Ec. (13) el modelo estocastico puede definirse mediante la siguiente
expresion:

pv; (vi) = S[Ly;, Uy,] (v;) = S[Lv,, Uy;] (v3) i=1,2 (13)

U(w) = [K—Mw? + jwC] ' F (14)

Donde la tipografia diferenciada indica que las entidades son estocdsticas. Para simular la
dindmica estocdstica se utiliza el método de Monte Carlo, lo que implica el cdlculo de un sistema
determinista para cada realizacion de las variables aleatorias V;, ¢+ = 1, 2. La convergencia de la
respuesta estocdstica es analizada bajo un criterio de media cuadrética apelando a la siguiente
funcién:

dw (15)

Donde Nj;s es el nimero de muestreos de Monte Carlo y () es la banda de frecuencia de
andlisis. U es la respuesta del modelo estocastico y U es la respuesta del modelo determinista.

3. RESULTADOS
3.1. Estudios computacionales.

Se realiza el estudio computacional para la viga recta, con caracteristicas similares y para
simular la situacion en las que se realiz6 el experimento. Recreando la condicion de contorno y
las propiedades de la probeta utilizada para tal fin. La condicién de contorno seleccionada es la
de Empotrada-Libre. Se ejecutd el andlisis bajo una respuesta armoénica de excitacion desde la
base.

En la Fig. 3 (a) se puede observar como al agregar las masas de forma peridédica tenemos
un corrimiento de las frecuencias de resonancia. En cambio, en la Fig. 3 (b) se observa la res-
puesta dindmica, y como aparece el bandgap al incluir los siete resonadores de forma periddica
a lo largo de la Viga. Los datos mas relevantes de la viga recta para la ejecucion de los célcu-
los son los siguientes: Longitud L = 0,4 m, coeficiente « = 1, ancho b = 0,03 m y espesor
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h = 0,005m. El modulo de elasticidad utilizado para el material PETG es £ = 1750 GPa,
modulo de elasticidad transversal G = 673 GPa y densidad p = 1271, 11 kg/m>.

Para atenuar la respuesta a una frecuencia especifica del sistema original, se debe seleccionar
una frecuencia de sintonia para el resonador, que sea ligeramente menor (w, = 0,9w), (Sugino,
2017). Para el presente trabajo, la frecuencia seleccionada para el sistema con siete masas agre-
gadas es 140 Hz. Con lo cual, se seleccioné una masa con un peso de m, = 0,013 kg, lo que
resulta en una sintonizacién para cada resonador que ronda en los 120 hz.

In(lu, /ug)
In(lu, /ugl)

-05F b - U Con7MASAS PERIODICAS

,uy-Sin MASAS/RESONADORES| __u -Con7 RESONADORES
-~ u -Con 7 MASAS PERIODICAS o !
I | I I | | | i I | I I | | | | |

T 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 2 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Frequency [Hz] Frequency [Hz]

(a) (b)
Figura 3: Respuesta dindmica del modelo 1D. (a) Viga sin masas ni resonadores (Azul) VS Viga con 7 masas
periddicas (Rojo). (b) Viga con 7 masas periddicas (Rojo) VS Viga con 7 resonadores periddicos (Verde).

3.2. Validacion experimental del modelo.

El modelo de elementos finitos 1D del presente trabajo se validé con un ensayo dindmico
de tipo experimental. Se compararon los resultados de la simulacién de elementos finitos y las
frecuencias naturales de una viga recta de paredes delgadas fabricada mediante impresion 3D,
con PETG como material de fabricacion. La respuesta dindmica se ejecutd bajo una respuesta
armoénica de excitacion desde la base y la condicion de contorno es Empotrada-libre. La ex-
citacién, se realiz6 mediante una fuente de vibracién controlada, compuesta por el conjunto
Amplificador-Caja acustica-Altavoz. Dicho amplificador estd alimentado por un generador de
funciones, para darle las propiedades requeridas a dicha excitacion. La aceleracion tanto de la
probeta como de la base se obtuvieron mediante un acelerémetro ADXL203 de Analog De-
vices. Los datos obtenidos en dichos experimentos se utilizaron para calcular el médulo de
elasticidad longitudinal del material utilizado para la fabricacion de las probetas. En la Fig. 4 se
puede observar como estd montada la viga recta en el conjunto Caja acustica-Altavoz con siete
resonadores masa-resorte distribuidos de forma periddica a lo largo de la viga.

En la Fig. 5 (a) se puede observar la comparacién de las frecuencias naturales del modelo
de elementos finitos y los ensayos experimentales de la viga recta sin masas ni resonadores.
Mientras que en la Fig. 5 (b), se aprecia la comparacion de las frecuencias naturales de la viga
con siete masas agregadas de forma periddica a lo largo de la viga. Donde se considera que el
modelo 1D del presente trabajo obtiene resultados muy cercanos a los experimentos realizados.

Por otro lado en la Fig. 6 se puede ver la comparacion de la respuesta dindmica de los datos
experimentales. En la Fig. 6 (a) se observa la comparacion entre la viga sin masas y la viga
con siete masas agregadas de forma periédica. Donde claramente se ve el corrimiento de las
frecuencias de resonancia. En cambio, en la Fig. 6 (b) tenemos el experimento entre la viga
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Figura 4: Viga en voladizo con 7 Resonadores periddicos

10 40

- PIRM = P3RMA-CM-7P(1)
35 + P1RM-Tedrico o 35 = P3RMA-CM-7P(1}-Tedrico
304 a0 4

H
Il

G(f)

i 1
10 1 ! . 10 1

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 0 25 50 75 100 125 150 175 200
fHz] [Hz]
(a) (b)

Figura 5: Comparacién de frecuencias naturales Experimental Vs Teérico (a) Sin Masas. Color verde
Experimental-Color rojo Tedrico (b) Con 7 masas agregadas. Color verde Experimental-Color rojo Tedrico

con siete masas agregadas y la viga con los siete resonadores de forma periddica. En este caso
podemos ver que el pico de la frecuencia de resonancia estd atenuado y desaparece en la zona
de la frecuencia de sintonia de los resonadores.

Ahora bien, comparando la Fig. 3 (b) con la Fig. 6 (b), podemos ver que en ambos graficos
aparece una zona de atenuacion del pico de resonancia. Donde se aprecia un corrimiento del
mismo y por ende no aparece en la zona de la frecuencia de sintonia de los resonadores.

3.3. Cuantificacion de incertidumbre en la respuesta dinamica.

En esta seccidn se realiza un estudio relacionado con la propagacién de incertidumbre sobre
aspectos constructivos de la viga y los resonadores masa-resorte. Se seleccionaron dos variables
aleatorias de acuerdo con las caracteristicas de los resonadores y con las propiedades de la
viga. Las variables seleccionadas son la constante de rigidez del resorte k, y el modulo de
elasticidad del material utilizado para la impresion de la viga E. Los valores esperados para
las variables aleatorias son los siguientes: £{k} = 7494,452 N/m y E{E} = 1750 G Pa.
Se considera que las dos variables consideras como inciertas tienen el mismo coeficiente de
variacién 0,;. En la Fig. 7, se puede observar una buena convergencia de manera estable a partir
de las 500 iteraciones. Luego, en la Fig. 8 se muestra la respuesta del modelo estocéstico para
la viga con los 7 resonadores distribuidos de forma periddica, donde puede apreciarse como
la incertidumbre de los pardmetros se propaga Unicamente hacia la zona donde se genera la
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PIRM
a5+ + PaRMA-CM-7P(1) . l, | a5

P3RMA-CM-7P(1)
P2RMA-CR-7Pr2(1)

25 50 75 100 125 150 175 200 225 0
FlHz

ki 100 125 150 175 200

£l
(a) (b)
Figura 6: Respuesta dindmica del experimento. (a) Viga sin masas (Verde) VS Viga con 7 masas agregadas perio-
dicas (Rojo). (b) Viga con 7 masas agregadas periddicas (Verde) VS Viga con 7 resonadores periddicos (Rojo).

]
o
ot |

banda de atenuacion, aumentando la dispersion con el aumento de incertidumbre paramétrica y
generando una gran variabilidad en esa zona.

s

conv(N, )

I I |
20 0 w0 00
Numero de Simulaciones

Figura 7: Convergencia para d,; = 0, 08.

4. CONCLUSIONES

En este trabajo se presentd un modelo de viga recta de paredes delgadas, con la inclusion
de resonadores masa-resorte, para el analisis de atenuacion de vibraciones y la propagacion de
incertidumbre en ciertos parametros. Asimismo, se han efectuado ensayos de tipo experimental
para evaluar la eficacia del disefio de la viga frente a la variacién de dos variables aleatorias en
el modelo estocdstico y mediante la incorporacion de resonadores masa-resorte, para el modelo
computacional desarrollado. Para esto, se realiz6 la evaluacion de la robustez del elemento fi-
nito 1D desarrollado, apelando a la comparacién y demostrando que, con el mismo, se pueden
reproducir resultados aceptables comparados con los ensayos experimentales. En consecuencia,
se puede indicar que, mediante la incorporacion de los resonadores masa-resorte, se consiguié
una clara atenuacion del pico de resonancia que se encuentra en la zona cercana a la frecuencia
de sintonizacién seleccionada para los resonadores. Finalmente se realiz6 el estudio de la in-
certidumbre, cuyos resultados mostraron una variaciéon importante en la zona donde se genera
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Figura 8: Respuesta del modelo estocéstico para d,,; = 0, 08. Viga con 7 resonadores periddicos

el bandgap, de acuerdo a las variaciones en los valores seleccionados como pardmetros incier-
tos. Por ultimo, se puede indicar que de acuerdo a los dos pardmetros inciertos seleccionados,
tenemos una gran dispersion en la zona del bandgap.
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