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Resumen. Se presenta un enfoque para estudiar la dindmica de estructuras localmente resonantes,
conformadas por una placa a la que se acopla un conjunto de resonadores elasticos graduados
distribuidos periddicamente sobre la misma. El modelo matemdtico de tal estructura localmente
resonante se representa mediante una placa, formulada mediante la teoria de Mindlin, acoplada a una
distribucion continua de resonadores tipo masa-resorte-amortiguador. Se realiza un andlisis modal de
tales ecuaciones en términos de las autofunciones correspondientes a la placa huésped (sin
resonadores). Se presenta un criterio para definir los “bandgaps” de estas estructuras finitas como
aquellos rangos de frecuencia en los cuales todos los factores de amplificacion modal son menores
que uno. Se proponen formulas simples para el predisefio de la rigidez, masa y amortiguamiento del
sistema de resonadores en pos de ampliar el rango de atenuacion alrededor de una frecuencia objetivo.

Keywords: locally resonant plates, damped resonators, design, bandgaps.

Abstract. A method is presented to study the dynamics of locally resonant structures, consisting of a
plate with a set of periodically distributed graded elastic resonators attached. The mathematical model
of such a locally resonant structure is represented by a plate, formulated by means of Mindlin's theory,
coupled with a continuous distribution of mass-spring-damper systems. A modal analysis of the
governing equations is performed in terms of eigenfunctions corresponding to the host plate (without
resonators). A criterion to define the bandgaps of these finite structures is presented as those
frequency ranges in which all modal amplification factors are less than one. Simple formulas are
proposed for the pre-design of the stiffness, mass, and damping of the resonator system in order to
broaden the attenuation range around a target frequency.
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1 INTRODUCCION

Los metamateriales (y metaestructuras) elasticos localmente resonantes, aparecidos en los
ultimos afios en la tecnologia, tienen gran relevancia en diferentes aplicaciones relativas a la
atenuacion de vibraciones mecanicas y ondas acusticas (Amaral et al., 2023; Zhao et al., 2021)
Una manera de lograr una estructura localmente resonante consiste en acoplar una serie de
sistemas masa-resorte a una estructura huésped tal como, por ejemplo, una viga o una placa.
Una propiedad saliente de tales metamateriales es el hecho de presentar “bandgaps” (BGs) o
rangos de frecuencia de excitacion donde la propagacion de ondas actsticas es fuertemente
atenuada (Peng et al., 2015). La dindmica de tales estructuras y los correspondientes BGs se
ha estudiado clasicamente considerando propagacion de ondas en estructuras infinitas
mediante el enfoque de Bloch-Floquet. En efecto, a partir de un analisis de dispersion de
ondas pueden definirse los BGs como rangos de frecuencias donde la propagacion de ondas es
inhibida (Chen et al., 2022).

El concepto de BGs puede ser también analizado a partir de las vibraciones libres de
estructuras finitas localmente resonantes, como ha sido demostrado por Sugino et al. (2017).
En particular, ellos han analizado estructuras localmente resonantes consistentes tales como
una viga Bernoulli-Euler o una placa Kirchoff acoplada a varios sistemas masa-resorte de un
grado de libertad. Un enfoque mas general fue desarrollado para el estudio de la dinamica
flexo-torsional de vigas localmente resonantes de seccion transversal asimétrica (Dominguez
et al. 2022; Cortinez y Dominguez, 2022).

En este trabajo se analiza una estructura tipo placa de espesor moderado a la que se acopla
un conjunto de resonadores elasticos graduados amortiguados distribuidos peridodicamente
sobre la misma. En efecto, tales placas se conciben como una sucesion de celdas cuasi
periddicas. Cada celda estd compuesta por una serie de resonadores, de igual masa pero con
frecuencias naturales locales ligeramente diferentes, adosada a la correspondiente porcion de
placa. EI modelo matematico de tal estructura localmente resonante se representa mediante
una placa, formulada mediante la teoria de Mindlin, acoplada a una distribucion continua
(homogeneizada) de resonadores tipo masa-resorte-amortiguador (Cortinez et al., 2023). Para
analizar la dindmica de tales estructuras se realiza un analisis modal de tales ecuaciones en
términos de las autofunciones correspondientes a la placa huésped (sin resonadores). Se
muestra que es posible identificar los BGs de estas estructuras finitas, considerando
vibraciones forzadas, mediante la determinacion de aquellos rangos de frecuencia en los
cuales todos los factores de amplificacion modal son menores que uno. Es decir, que en tales
rangos la respuesta dinamica se atenua. Este nuevo criterio para la identificacion de BGs en
estructuras finitas generaliza al enfoque propuesto por Sugino et al. (2017). Ademas, permite
considerar la formacion de BGs multi frecuencia y, en particular, permite obtener BGs tipo
“rainbow” a partir de la graduacion de los resonadores (resonadores con frecuencias locales
cercanas) (Cortinez y Dominguez, 2023). Esta ultima estrategia puede ser utilizada para
extender el ancho de banda de atenuacion total si se logra atenuar la respuesta dinamica en los
rangos de frecuencia entre BGs. Se muestra en este trabajo que esto se puede lograr
seleccionando adecuadamente las razones de amortiguamiento de los resonadores
distribuidos.

Para el predisenio de los parametros correspondientes a los resonadores locales (masas,
rigideces y razones de amortiguamiento) se proponen férmulas simplificadas para evaluar el
efecto dindmico de los mismos. Dichas féormulas permiten determinar tanto la estructura de
bandgaps asi como el factor de amplificaciéon dindmico de manera (cuasi) independiente de
los detalles de la estructura huésped y del tipo de carga, es decir tan solo dependientes de las
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frecuencias de excitacion y de las caracteristicas de los resonadores.
Se presenta la formulacion tedrica y se brindan ejemplos numéricos de aplicacion.

2 DINAMICA TRANSVERSAL DE PLACAS LOCALMENTE RESONANTES CON
AMORTIGUAMIENTO

2.1 Ecuaciones gobernantes para placas con resonadores amortiguados distribuidos

Se considera una estructura finita tipo placa concebida como una sucesion de Ns celdas de
igual 4area AA (Figura la), sujeta a cargas armonicas transversales. Cada celda contiene un
sistema de Nr resonadores paralelos de rigidez K;y masa M,, orientados en la direccion del eje
z como se muestra en la Figura 1b. Se asume que las Ns celdas tienen idéntica configuracion
de resonadores y que la distancia entre ellas es muy pequefia en comparacion con el area de la
placa. Esta caracteristica hace posible considerar, de manera aproximada, que los resonadores
se encuentran distribuidos de manera continua sobre la placa (homogeneizacion).

e DESDEDETE
P a8 o 8 | M, M, MJ.‘
e \ B B s \

_

| Lx | L S 52 57

Figura 1: Placa Mindlin con resonadores periddicamente distribuidos, a) Geometria de la placa, b) Esquema de
resonadores en cada celda.

La dindmica de tal sistema se describe mediante las siguientes ecuaciones:
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Las ecuaciones (la-c) corresponden a la teoria de Mindlin de placas gruesas (Chen et
al., 2022). Aqui p, es la densidad del material de la placa y 4 el espesor de la misma, w
corresponde al desplazamiento transversal del plano medio de la placa en la direccion z,
éx vy ¢y son los giros flexionales con respecto a y y x respectivamente, G =Gy donde G es
el médulo de elasticidad transversal del material y y corresponde al factor de corte, D es
la rigidez a flexion de la placa y p el coeficiente de Poisson. Asimismo, g corresponde a
la amplitud de la carga distribuida aplicada en la direccion de z, y @ es la frecuencia de
excitacion. Asimismo, se ha definido «; como la relacion de masas de cada resonador j
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de la celda con respecto a la masa de la placa en la misma como:

M .

La ecuacion (2) corresponde a la dinamica de cada uno de los resonadores, donde &

corresponde al desplazamiento transveral de la masa M; siendo 77, y o, (@, =,/K, /M)

la razon de amortiguamiento y la frecuencia local del resonador j-ésimo respectivamente.
El sistema se complementa con las correspondientes condiciones de borde.

2.2 Analisis modal de placas localmente resonantes amortiguadas

La respuesta forzada de la placa localmente resonante formulada se puede expresar en
términos de los modos de vibracion W,,¢,,,¢,, correspondientes a la frecuencia natural o,

de la placa sin resonadores:
b Z A,,VV,,CMH, ¢x - Z A"gox”eiw’ ¢y - z Angoynem”’ (:/ - Z BjnW/;:eia” (4)

Sustituyendo tales expresiones en la ecuacion (2) y factoreando la funcidén exponencial
e'” se obtiene:

> W, (B, (-")+2m,0,(i0)B, + 0B, )~ Y W,(0]4,+2n,0,4,(i0))=0  (5)

n

La expresion anterior se cumple cuando los factores de W,, para cada n, son nulos.
Luego, despejando B, se llega a:

Bjn =4, (71;/ +71‘/i) (6)
donde se ha definido:
a)]2 (a)j2 —a)z)+(277ja)j ia))2 —2n,0; o’

, Vi, = (w,2 e )z +(277j@, ico)z

VR = (7

J 2 . 2
(@] -@”) +(2n,0,i0)
Reemplazando ahora (4) en (1), teniendo en cuenta (6) y (7), multiplicando (1a) por
Wn, (1b) por ¢, (1c) por ¢, , sumando tales expresiones, integrando y considerando las
condiciones de ortonormalidad de las autofunciones W, ¢, y ¢,,, se llega a la siguiente
expresion:

4, (ph(a)j _wz)_z aja)Z (j/RJ +71,i)j:quVVndA (8)

n

Para esta tltima expresion se ha despreciado la inercia rotatoria de la placa. A partir de
esta ultima se pueden obtener los coeficientes A, como:

Copyright © 2024 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional


http://www.amcaonline.org.ar

Mecanica Computacional Vol XLI, pags. 405-414 (2024) 409

e quWndA ©)
! ph(a)j —a)z)—z Otja)2 (7/RJ +;/1ji)

Las expresiones (6), (7) y (9) introducidas en (4) permiten obtener la respuesta
dindmica compleja del sistema. Si lo que interesa es la amplitud de tal respuesta

(W=Z |An W |) debe obtenerse el modulo de cada componente modal mediante la
expresion:
9
A= Fa 10
" phw? " (19)

donde se ha definido el factor de amplificacion modal Fa, como:

Fa - | L ()

Debe observarse que tales expresiones dependen de las frecuencias naturales de la
estructura huésped, de las frecuencias locales, razones de amortiguamiento y relaciones
de masa de los resonadores y de la frecuencia de excitacion.

2.3 Determinacion de bandgaps (BGs)

Si se considera el caso de resonadores no amortiguados (7, =0) la expresion (11) se

reduce a:

Fa = 1 (12)

En esta ultima expresion debe observarse que, si el factor del segundo término del
denominador es menor que cero, es decir si:

Nr a.

1+ ———<0 n=12,. (13)

j=l (1—(w/a)j)2)

el denominador de la expresion (12) es mayor que 1, independientemente del valor de la
frecuencia @, y entonces, se puede asegurar que todos los factores de amplificacion son

menores que 1, es decir:
Fa, <1 n=12,.. (14)

Esto significa que la respuesta dindmica sera atenuada (no amplificada) por los
resonadores y, consecuentemente, en el rango de frecuencias donde se verifique (13) no
puede haber resonancias.
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Por otra parte, se puede notar que la expresion que figura en el miembro izquierdo de
la desigualdad (13) es la definiciéon del cociente entre la densidad equivalente y la
densidad de la estructura base correspondiente a una placa localmente resonante (Cortinez
et al., 2023):

Nr
Peg _14 il

P j=1 (1—(w/a)j)2)

Como se mostro en dicha referencia, el rango de frecuencias @ para el cual la
expresion (15) es negativa corresponden a un BG, coincidentemente con su definicion
desde el punto de vista de la propagacion de ondas transversales en placas infinitas
(Sugino et al., 2017; Chen et al., 2022). Luego, el hecho de que en los BGs los factores de
amplificacion sin amortiguamiento (12) sean menores que 1 es una forma alternativa de
definir el concepto de BG para estructuras finitas.

(15)

2.4 Diseno del sistema de resonadores: bandas de atenuacion efectivas

Para efectuar el predisefio del sistema de resonadores a adosar a una placa con el fin de
atenuar la respuesta dindmica en cercanias de una frecuencia objetivo (usualmente alguna
de sus frecuencias naturales), en primer lugar deben seleccionarse las relaciones de masa
@;, los tipos de resonadores por celda y las frecuencias @, de los mismos (y entonces sus
rigideces).

El criterio para adoptar estos Ultimos debe considerar que la frecuencia local mas baja
debe ser ligeramente menor que la frecuencia objetivo. Una vez preseleccionados tales
parametros, la expresion (13) permite calcular los BGs y evaluar si estdn adecuamente
ubicados en el rango de frecuencias deseado.

Cuando existe un solo tipo de resonadores por celda se obtiene un BG aislado. Se
puede ampliar el rango de atenuacidon efectivo agregando amortiguamiento a los
resonadores para disminuir la respuesta a los costados de tal BG.

Otra estrategia para ampliar el rango de atenuacidn consiste en seleccionar diferentes
tipos de resonadores graduados, es decir, con frecuencias locales diferentes pero cercanas
a la frecuencia objetivo. Esto da como resultado un conjunto de BGs, cercanamente
ubicados, que pueden presentar desde su frecuencia de inicio a la de finalizacidon, un
mayor ancho de banda que el correspondiente al uso de un solo tipo de resonador (efecto
rainbow). Sin embargo, entre tales BGs cercanos existen rangos de frecuencia que pueden
presentar condiciones resonantes. Luego, para evitar tales efectos de manera tal que la
seriec de BGs (rainbow) sea una banda efectiva de atenuacion debe considerarse
amortiguamiento en los resonadores (Cortinez et al., 2023).

Para seleccionar los valores apropiados de las razones de amortiguamiento de los
resonadores (77,) debe procurarse que los mismos sean suficientemente grandes como

para atenuar convenientemente la respuesta fuera, o entre BGs, pero no tan altos como
para anular el efecto localmente resonante dentro de los BGs. Para una evaluacion
cuidadosa de cierta seleccion de valores de disefio puede realizarse un estudio dindmico
completo a partir de las ecuaciones (1) y (2), utilizando, por ejemplo, el Método de
Elementos Finitos (MEF). Sin embargo, esto puede resultar costoso computacionalmente,
sobre todo en etapas de predisefio, por lo que se propone el procedimiento que se muestra
a continuacion.
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Siendo que el rango de frecuencias @ es cercano a una de las frecuencias naturales @,

(frecuencia objetivo) el correspondiente modo tiende a ser dominante. Luego, para su
control, tal factor de amplificacion modal (11) debe ser el menor posible. Entonces, el uso
de esta simple foérmula para evaluar el efecto de la razén de amortiguamiento es muy
conveniente puesto que resulta independiente de la carga y de las condiciones de borde de
la estructura base. Por lo expuesto, puede evaluarse el disefio preliminar de la placa
localmente resonante a partir de las formulas (11) y (13), dejando el analisis detallado
(Ecuaciones 1y 2) para la verificacion final.

3 RESULTADOS NUMERICOS

Se consideran las vibraciones forzadas transversales de una placa simplemente apoyada de
lados Lx=Ly=Im y espesor h=Lx/20m, acoplada a sistemas de resonadores masa-resorte
distribuidos de manera uniforme (Figura 1). Las caracteristicas del material de la placa
huésped (sin resonadores) son: modulo de elasticidad £E=2ell Pa, médulo de elasticidad
transversal G=0.769¢11 Pa, densidad p= 7800 kg/m’, ¥y=0.8 y p=0.3. La frecuencia
fundamental de esta placa es wiplaca=1473 rad/s. Se pretende que el sistema de resonadores
produzca la atenuacion de la respuesta forzada en un entorno a dicha frecuencia. Se considera
para ello (Caso 1) un solo resonador en cada celda con una frecuencia local ligeramente
inferior a la frecuencia de resonancia que se quiere eliminar: @1=0.96w1placa . Asimismo, se
considera una relacion de masas o= 0.25.

En primer lugar, se ha determinado el correspondiente BG a partir de la expresion (13), que
se extiende entre 1414 y 1580 rad/s (Figura 2a). Se considera ahora la vibracion forzada de
dicha placa teniendo en cuenta una carga de amplitud ¢.=1000 Pa aplicada en la mitad
izquierda de la estructura. La correspondiente respuesta forzada se determina resolviendo las
ecuaciones (1) y (2) mediante el MEF para las siguientes situaciones: a) la placa sin
resonadores, b) la placa localmente resonante (con resonadores) considerando
amortiguamiento nulo de los resonadores, n=0, ¢) idem b) con coeficiente de amortiguamiento
de los resonadores 1=0.025, y d) idem b) con n=0.1.

En la Figura 2a se muestran las correspondientes respuestas en frecuencia para el valor
absoluto del desplazamiento transversal en el centro de la placa (maximo desplazamiento)
utilizando escala logaritmica. Se puede apreciar que el pico resonante de la placa base es
completamente anulado en la zona del BG por los resonadores no amortiguados. En particular
se observa una anti resonancia a la izquierda del BG. Sin embargo, puede apreciarse que
existen resonancias fuera del mismo. De hecho, a la izquierda inmediatamente afuera se
observan picos resonantes. En principio éstos podrian representar un estado indeseado si la
frecuencia externa se aleja levemente del BG. De todas maneras puede notarse que a medida
que aumenta la razéon del amortiguamiento interno del resonador, tales picos resonantes
desaparecen. No obstante, dentro del BG la amplitud del desplazamiento va aumentando con
dicha razon de amortiguamiento. Como se espera que las frecuencias de excitacion tengan
mayor probabilidad de ocurrencia en la zona del BG (porque asi ha sido disefiado) debe
procurarse que este aumento en la amplitud de la respuesta no sea muy alto. Para ello, debe
seleccionarse un valor adecuado de la razon de amortiguamiento que balancee la atenuacion
del pico resonante afuera del BG, con el aumento del nivel de desplazamiento adentro del
mismo. Por ejemplo, la respuesta correspondiente a n=0.025 no altera practicamente la
amplitud dentro del BG y permite atenuar el pico resonante de la izquierda. En cambio, un
resonador con una razén de amortiguamiento igual a 0.1 produce un levantamiento mas alto
en la zona de BG. La eleccion adecuada de n va a depender del maximo valor permitido para
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el aumento de respuesta dentro del BG.
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Figura 2: Respuesta en frecuencia InlW(Lx/2,Ly/2)| para una placa simplemente apoyada considerando distintas
razones de amortiguamiento. a) Un resonador en cada celda (Caso 1) y b) 2 resonadores en cada celda (Caso 2).

Se considera a continuacion (Caso 2) una modificacion del ejemplo anterior que consiste
en la utilizacion de 2 resonadores por celda, teniendo cada uno de ellos una razén de masas
o1=02=0.125 (igual masa total por celda que en el caso anterior). Los coeficientes de resorte,
en este caso, se eligen ligeramente diferentes en cada resonador, de manera tal de producir
frecuencias locales similares con valores ®1=0.95®1placa y ©2=0.98w1piaca- Esta configuracion
produce 2 BGs que se determinan con la ecuacion (13) delimitados por las frecuencias 1400 y
1418 rad/s en el caso del primer BG y por las frecuencias 1444 y 1592 rad/s en el segundo,
como se muestra en la Figura 2b. Entre ambos BGs existe una pequefia zona en la cual pueden
existir resonancias si la frecuencia externa cae dentro de dicho rango. Por otra parte, si el
amortiguamiento interno de los resonadores puede atenuar tales resonancias, los 2 BGs
pueden combinarse originando una zona de atenuacion efectiva mas ancha. A su vez, como se
analizo en el ejemplo anterior, el amortiguamiento de los resonadores también puede ampliar
la zona de atenuacion a izquierda y a derecha de los limites inferior y superior de los BGi y
BG> respectivamente. Se han determinado las respuestas en frecuencia considerando
diferentes razones de amortiguamiento de los resonadores, #=0, #=0.025 y #=0.1
(considerando en todos los casos el mismo amortiguamiento para los 2 resonadores de cada
celda). En la Figura 2b se muestran las correspondientes respuestas en frecuencia para el valor
absoluto del desplazamiento transversal en el centro utilizando escala logaritmica. Se observa
que, como era de esperar, no aparecen picos resonantes dentro de los BGs, aunque si en la
zona intermedia. Esto es especialmente notado cuando los resonadores no presentan
amortiguamiento interno. Se puede ver, sin embargo, que un pequefio amortiguamiento de los
mismos (n=0.025) lleva los valores de amplitud a tener practicamente la misma intensidad
que dentro de los BGs. Por otra parte, el caso con mayor amortiguamiento (n=0.1) conduce a
valores mas altos de la amplitud, tanto en los BGs como en la zona intermedia porque se anula
el efecto localmente resonante. Entonces, para este caso, la consideracion de un pequefio
amortiguamiento de los resonadores (n=0.025) puede ser mejor para lograr una zona de
atenuacion mayor.

A continuacion se muestra que, de acuerdo a lo indicado en la seccion 2.4, la respuesta en
frecuencia en cercanias de la frecuencia objetivo (en este caso @iplaca=1473 rad/s) se puede
evaluar de manera muy expeditiva para propositos de predisefio utilizando la foérmula
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simplificada (12). En efecto, la Figura 3a muestra el factor de amplificacion modal
correspondiente a la frecuencia objetivo del Caso 2 para las siguientes situaciones: a) la
estructura sin resonadores, b) la estructura con resonadores #=0, c¢) idem b) con coeficiente de
amortiguamiento de los resonadores n=0.025, y d) idem b) con n=0.1. Tales curvas resultan
independientes de la carga contemplada asi como de los detalles de la estructura huésped. Sin
embargo, el nivel de atenuacion del factor Fa de la estructura localmente resonante, con
respecto al correspondiente a la estructura huésped, es similar al que presenta la respuesta en
frecuencia de la estructura analizada, tal como la mostrada en la Figura 2b. Esta similitud
resulta independiente de la carga. De hecho, en la Figura 3b se muestra la respuesta en
frecuencia para la placa simplemente apoyada (Caso2) considerando ahora una carga uniforme
en toda la superficie. Comparando las Figuras 3a y 3b se observa que se mantiene la
semejanza aludida.

Eventualmente, si la estructura fuera diferente o tuviera otras condiciones de borde, aunque
teniendo una frecuencia natural idéntica a la considerada, se mantendria la misma similitud en
cercania de la frecuencia objetivo. Asi, por ejemplo, en la Figura 3c se presenta la respuesta en
frecuencia para una placa cuadrada empotrada con Lx=Ly=1.359 m, teniendo la misma
frecuencia natural que la del caso anterior y sometida a una carga armoénica distribuida
aplicada en la mitad izquierda de la estructura. Como se observa en la comparacion de las
Figuras 3a y 3c, las relaciones de atenuacion de las respuestas para distintos grados de
amortiguamiento de los resonadores son muy similares a las de la estructura empotrada
mencionada.
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Figura 3: Respuesta en frecuencia en cercanias de la frecuencia objetivo @ piaca=1473 rad/s usando 2
resonadores, a) factor de amplificacion modal, b) desplazamiento maximo para una placa simplemente apoyada
con carga distribuida y c¢) idem b) para una placa empotrada con carga parcialmente distribuida.

4 CONCLUSIONES

Se ha presentado una formulacion homogeneizada de la dindmica de placas localmente
resonantes de espesor moderado contemplando resonadores graduados amortiguados. A partir
del analisis modal de tales ecuaciones, se ha arribado a un nuevo criterio para obtener la
estructura de BGs en placas finitas, como el rango de frecuencias donde todos los factores de
amplificaciéon modal son menores que 1. Asimismo, se ha propuesto una férmula simplificada
basada en el uso del factor de amplificacion modal dominante, para evaluar el efecto de los
diferentes parametros de los resonadores. Tal formula es cuasi independiente de las
condiciones de borde y de la distribucion de carga de la estructura. Esto puede resultar
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atractivo para el predisefio del sistema de resonadores, dejando el analisis numérico detallado
de la estructura localmente resonante para la instancia final de disefio.
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