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Resumen. En este trabajo se aplica el Método del Punto Material (MPM) para la simulacién de frac-
tura dindmica en medios eldsticos utilizando el Método de Campo de Fase (PFM de su acrénimo en
inglés). En la formulaciéon implementada, las ecuaciones de movimiento y las ecuaciones que gobiernan
el campo de fase se resuelven de forma independiente para cada campo discreto (utilizando un algorit-
mo predictor-corrector). Para la malla de fondo se utiliza una aproximacion isogeométrica (NURBS) de
difernetes orden de interpolacién. También en este trabajo se ha implementado una formulacién que per-
mite tratar problemas con contacto. La herramienta numérica se implementé naturalmente en un cédigo
explicito. Se analizan algunos problemas de propagacion de fisura y se estudia la convergencia de los
resultados para diferentes 6rdenes de interpolacién.

Keywords: Material point, dynamic brittle fracture, phase-filed

Abstract. In this work, the Material Point Method (MPM) is applied for the simulation of dynamic
fracture in elastic media using the phase field method (PFM). In the implemented formulation, the equa-
tions of motion and the equations governing the phase field are solved independently for each discrete
field (using a predictor-corrector algorithm). For the background mesh, an isogeometric approximation
(NURBS) with different interpolation orders is used. Also in this work, a formulation has been imple-
mented that allows treating problems with contact. The numerical tool was naturally implemented in
explicit code. Some crack propagation problems are analyzed and the convergence of the results for
different interpolation orders is studied.
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1. INTRODUCCION

La mecanica de fractura es un drea de interés dentro del disefio en ingenieria estructural. Un
aspecto de interés es la prevencion de la falla por fractura de diferentes componentes indus-
triales, especialmente en el sector automotriz y aeroespacial. Asi, la simulacion numérica de
la propagacion de fisuras puede proporcionar informacién valiosa sobre los procesos mecani-
cos subyacentes y al mismo tiempo proporciona un marco para el disefio 6ptimo de materiales
considerando su respuesta post-fractura bajo carga de impacto. Sin embargo, para poder obtener
resultados numéricos que representen correctamente los diferentes mecanismos de fratura se re-
quiere de herramientas numéricas robustas y precisas. Dichas herramientas deben contemplar el
modelado con no linealidades inducidas por contacto y cinemadtica de grandes desplazamientos.

Entre los métodos numéricos posibles, el método de elementos finitos es ampliamente utili-
zado en conjunto con la mecénica de fractura eldstica lineal basados en modelos tipo Griffith.
Entre las formulaciones, estdn las que representan las fisuras como discontinuidades discretas,
Krueger (2004) y aquellas que introducen el método de elementos finitos extendido, por ejemplo
Moés et al. (1999). Existe una extensa bibliografia basada en estos enfoques, sin embargo, los
diferentes métodos, sea insertando lineas de discontinuidad, o enriqueciendo el campo de des-
plazamientos con discontinuidades utilizando el método de particion de la unidad, tiene como
tarea tediosa, el seguimiento de la evolucion de la fractura, especialmente en tres dimensiones.

Recientemente, han surgido métodos alternativos para la simulaciéon numérica de fracturas
fragiles. En estos enfoques, no es necesario utilizar una estrategia de remallado o enriqueci-
miento cerca del extremo de fisura, asi, las discontinuidades no se introducen en el solido y
la superficie de fractura es aproximada por un campo de fase (PF de su acrénimo en inglés
Phase-Field). Un trabajo pionero en esta metodologia es el de Francfort y Marigo (1998) y pos-
teriormente Bourdin et al. (2008). La principal ventaja de utilizar un campo de fase es que la
evolucion de las superficies de fractura se deriva de la solucidn de un sistema acoplado de ecua-
ciones diferenciales parciales. La implementacién no requiere el seguimiento de las superficies
de fractura, esto contrasta con la complejidad de muchos modelos de fractura discretos. Por lo
tanto, esto puede ser particularmente ventajoso cuando se consideran multiples fracturas que se
ramifican, sobre todo en tres dimensiones.

Un campo promisorio es aquel que resulta de combinar el método del punto material (MPM
de su acréonimo en ingles Material Point Method) para resolver el sistema de ecuaciones dife-
renciales y la aproximacion por campo de fase para tratar problemas de fractura fragil dindmica.
Como trabajo pionero Borden et al. (2012) utliza una descomposicion del tensor de deforma-
ciones en componentes positivas y negativas a la vez que aproxima el sistema de ecuaciones
acopladas a través del MPM. En la misma linea Kakouris y Triantafyllou (2019) formulan una
aproximacion para tratar problemas de fracturas por carga de impacto con anisotropia y utiliza
aproximaciones isogeométricas para las funciones de interpolacion. Otros trabajos donde se uti-
liza MPM pueden verse en Zhang et al. (2022), donde se tratan problemas de fractura y contacto
en materiales hipereldsticos, y en Hu et al. (2023) donde se analiza la fractura por contacto e
impacto sobre geomateriales.

En este trabajo se implementa la formulacién siguiendo los desarrollos de Borden et al.
(2012) y el algoritmo utilizado en Kakouris y Triantafyllou (2019). Se utilizan diferentes in-
terpolaciones isogeométricas en la grilla de fondo y se analizan estados planos de deformacion
y de tension. La herramienta implementada, también permite tratar problemas que involucran
contacto entre cuerpos.
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2. FORMULACION

De acuerdo a la teoria de Griffith (1921) la energia almacenada en un cuerpo arbitrario {2
con un borde externo 2 y una discontinuidad interna I" se expresa como

V=t +vr= [ te(e)dV + [ Gedl’ (1
[rom]

donde 7). y 1 son la energia de deformacion eldstica y la energia de fractura, respectivamente.
Asi, la densidad de energia elastica, 1. (€), se expresa como

1
Q/Je (6’) = 5)\5“‘5]‘]‘ + HEi;E4 (2)

donde Ay p son los pardametros de Lamé y G¢ es la densidad de energia de fractura critica. G¢,
se puede aproximar siguiendo el trabajo de Miehe et al. (2010) y Bourdin et al. (2008) como

N (c—1) dc Oc
/Fgcdf = /Qgc [ 4[0 +l08xz a:L’Z

donde c¢(x,t) € [0,1] es el campo de fase definido sobre el dominio Q y [y € R' es un
parametro de longitud de escala de la fisura. El campo de fase depende del vector posicion
x = (x1, 29, x3) y del tiempo t. Toma el valor de 1 alejado de la fisura y 0 en el interior de la
misma. Para modelar la pérdida de rigidez del material en la zona de falla, siguiendo a Miehe
et al. (2010), se define la energia eldstica como

Ve(e,¢) = [1—=k) @+ k] vf () + 4, (e) 4)

donde ¥} y ¢ son las energias de deformacién calculadas a partir de las componentes positivas
y negativas del tensor de deformaciones, respectivamente. La funcién de degradacién en la
Ec. (4) se expresa como [(1 — k) ¢* + k| y el pardmetro 0 < k < 1 se toma igual a 0 en este
trabajo. Siguiendo los desarrollos de Borden et al. (2012) y la notacién de Crisfield (1997), la
descomposicién espectral del tensor de deformaciones se expresa como € = QAQT, donde Q
son los autovectores ortonormales y A = diag (A1, A2, A3) es la diagonal del tensor principal de
deformaciones. Las componentes positivas y negativas de las deformaciones son et = QATQT
ye~ = QA QT, respectivamente. Donde A" = diag ((\;), (X2),(A3)) y A~ = A—A".Con
<)\z> = )\Z‘, si /\z > 0,0 </\Z> =0, si )\7, <0.
Luego, ¥} y 1, se pueden expresar como

ds? 3)

U5 (&) = A {ire)? + e [ ()] )
U (e) = %)\ (tre — (tre))? + ptr [(s - s+)2} 6)

De esta forma, descomponiendo el tensor de deformaciones, es posible expresar la Ec. (4),
donde, por un lado, se mantiene la resistencia a compresion y por otro lado, es la parte positiva,
afectada por el pardmetro del campo de fase, la que tiene importancia en el proceso de fractura.
Las componentes del tensor de tensiones se obtienen a través de

O | 0Y,

+
8€ij ﬁaij

oi; = [(1—k)*+k] (7)
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3. ECUACIONES DE GOBIERNO DEL METODO CAMPO DE FASE
La ecuacion de balance de la energia se expresa como
K (@) + Wine (10,6, VE) = Weye (1) = 0 (8)
donde K (11) es la tasa de energia cinética, Wi, (11, ¢, Vé) es la tasa del trabajo interno y
Weat (1) es la tasa del trabajo externo. Ademds . = du/dt es el campo de velocidades,

dt \ Oz;
del campo de fase. Aplicando el teorema de divergencia a la Ec. (8), se obtiene

V.-o+b=pi en )
(M) c—ARZ$ =1 enQ ®

¢ = dc/dt es la derivada del campo de fase y Vi = 4 (ﬁ) es la tasa de la derivada espacial

Gc

donde i1 = du/dt es el campo de aceleracién. De la Ec. (9), para asegurar la irreversibilidad
de la fractura se utiliza el maximo valor de la densidad de energia positiva ¢/ obtenida durante
el dominio del tiempo [0, t]. Asi, se puede utilizar la hisoria del campo H y a través de la
condiciéon de Kuhn-Tucker

i —H<0, H>0, H({WI-H)=0 (10)
se puede reescribir Ec. (9) como

V-o+b=pi en ()
(M) c—42% =1  enQ (b
[ 0 6z

cuyas condiciones de borde y condiciones inicales son

(o -n=t en 0§
u=1u en 08,
Ve-n=0 en 0f)
u = ug en ) (12)
il:ﬁg GHQO
. H="™Ho en )

donde H, representa el valor inicial de la historia del campo y se utiliza para modelar una fisura
(inicial) existente.

4. MPM PARA FRACTURA FRAGIL DINAMICA

Para poder resolver las Ecs. (11) se utiliza MPM (Sulsky et al. (1994)). En dicha formulacién
el dominio (2 es discretizado en puntos materiales P = {p | p =1,2,... N, } con N, particu-
las. Asi, la densidad pp y el volumen Vp del dominio discreto D, se pueden expresar como
PD (XD, t) = Zé)v:pl prVDp(5<XD — pr) y VD])(X'D7 t) = Z;V:pl V'Dp(s(X’D — pr), respectivamen—
te. Donde xp es el vector de posicion del campo discreto Dy § es la funcion delta de Dirac. La
densidad de masa del punto material se define como pp, = Mp,/Vp, , donde Mp, y Vp, son
la masa y el volumen del punto, respectivamente. El vector posicion de cada punto material se
define como xp,. Estos puntos se mueven dentro de una grilla Euleriana formada por / nodos
y N celdas. Cada punto material se mapea en dicha grilla, donde se resuelven las ecuaciones de
gobierno. La solucion actualizada se asigna de nuevo desde los nodos de la grilla a los puntos.
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Figura 1: Esquema descriptivo del MPM

Finalmente, se restablece la grilla de fondo y el ciclo computacional continda. Los pasos del
MPM se muestran en la Fig. 1.

En este trabajo, el mapeo de los puntos de material a los nodos de la grilla y viceversa, se im-
plementa mediante la utilizacion de funciones de interpolacién isogeométricas del tipo NURBS.
De esta forma, se puede construir una aproximacion suave de orden superior para MPM y evitar
posibles inestabilidades numéricas para aquellos puntos materiales que cruzan los limites de
una celda. En términos generales, las funciones NURBS se definen sobre la grilla n x m, donde

los nodo son puntos de control {B; ;},i = 1,2,...,n, j = 1,2,...,m. Para poder construir
las funciones de interpolacion es necesario definir en cada dimension el grado de los polinomios
pyqylosvectoresnodales = = { & & ... &uiprr JYH ={m m ... Dmigrr }

en coordenadas paramétricas & y 7. De esta forma, es posible obtener a traves de ecuaciones de
recurrencia (Cox-deBoor), las funciones base N, , (£) y M;, (). Luego, es posible definir las
funciones de interpolacion NURBS, através de un parametro de peso w; ; > 0, como

_ Nip (§) Mjq () wi
> ict 2 ey Nip (§) Mg (n) wig
En este trabajo llamaremos en forma genérica, a las funciones de la Ec. (13), definidas en un

espacio fisico, como Ny (x,). Para mayores detalles ver el trabajo de Moutsanidis et al. (2020).
Asi, la primera Ec. (11) puede escribirse como

Ry (E,m) (13)

/ (pDﬁD . WD) dVD + / (O'DI VWD) dVD = / (t . WD) d&th + / (bp . ’lUD) dVD (14)
Qp Qp 0Qpy Qp

Introduciendo la aproximacién por MPM dentro de Ec. (14), se tiene

N, N,
Z (Popliny - Wpp) VDp"‘Z (opp: VWo,) Vo, = / (tpp - Wpp) daQDH‘/ (bpy - wop) Vpyp
= p= Ope 2p

(15)
donde wp, = Z?ﬁl N (x,)Wpry Vwp, = Z;V:"l VN; (x,) wps son las funciones de peso
y sus derivadas espaciales, respectivamente. Similarmente para el campo de desplazamientos,
velocidades y aceleraciones, se tiene up, = > 0" N; (X,) ups, Up, = S0 N;(x,) 1

. s P =1 V1 \Xp) Upy, Upp =1 Vi \Xp)Upr y

Up, = > ;- Ni(xp)iips, respectivamente. De esta forma se puede compactar la Ec. (15)
como

Mpip + Fi3F = FS* (16)
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donde las componentes de Fi't y F&, se expresan de la siguiente forma

Np
Fi3i = (op- VN (x,)) Vb, (17)
p=1
NP
Foot = / (tp - N1 (%)) dOS2p + Y _ bp, N1 (x,) Vi, (18)
O p=1

y las componentes de Mp se expresan como Mp; = Z;V:”l (pppNT1 (%)) V).
Procediendo de manera similar, para el campo de fase (segunda Ec. (11)), se tiene, el campo
discreto

4lop (1 — K
/ ( op ( G p) Hp + 1) cpwpdVp + /413 (Vep: Vuwp) dVp = /waVD (19)
Cp

D D Qp

Introduciendo la aproxiamcion por MPM vy utilizando la interpolacién del campo de fase cp, =
2?21 N;(x,) epr 'y su derivada espacial Vep, = Z?ZH VN; (x,) cps, similarmente para la
funcidn de peso, se obtiene

N, N, Np
> FopeppNi (%) Vo + > Aldp, (Vep, - VNI (x,)) Vb, = Y Ni(x,) Vi (20)
p=1 p=1 p=1
con
Fpy — Alopy (1 — kpp) Hop L 21
Gep,
Asi, (Ec. (20)) se puede expresar en forma compacta como
Kpep = Fp (22)
con componentes Fp y Kp expresadas de la siguiente forma
Np
Fpr =Y Nj(x,) Vb, (23)
p=1
Np
Kprs = [FopNs (%) Ni (%) Vo + 4135, (VN (%) - VNI (x,))] Vo, (24)
p=1

Para resolver el campo de fase Eq. (22), se utiliza un esquema escalonado con £ iteraciones.
Se resuelve el campo de fase para un valor inicial de la historia del campo ’H%p, se calcula la
matriz de coeficientes Kp y se obtienen los valores nodales del campo de fase ck,;. Con un
algoritmo predictor-corrector se resuelve la Eq. (16) y se corrige el valor de ’H%p. Se controla la
convergencia a través de || R%, ||< tol, donde R, es un vector de fuerza residual que tiene en
cuenta el equilibrio de las fuerzas involucradas en la expresion (16). Alcanzada la convergencia,
se prosigue con el proximo incremento de tiempo del algoritmo explicito.

5. RESULTADOS NUMERICOS

En los siguientes ejemplos numéricos se muestran algunas aplicaciones de la formulacién
propuesta.
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5.1. Placa bajo carga de impacto

Este ejemplo analiza un estado plano de deformacion de una placa inicialmente fisurada
cargada dindmicamente a traccion. La fuerza de traccién se aplica en el borde superior e infe-
rior en el paso del tiempo inicial y se mantiene constante durante el andlisis. El material que
constituye la placa esta definido por un médulo de Young £ = 32 G Pa, un coeficiente de
Poisson v = 0, 20, una densidad p = 2450 x 1072 kg/m3 y una densidad de energia super-
ficial Go = 3 N/m. En la Fig. 2 se muestra la geometria de la placa y el estado de carga. La
geometria se disccretizd con 262144 y 147456 puntos materiales correspondiente a un andlisis
isogeométrico cuadratico y cubico, respectivamente.

BERARARRER

Figura 2: Placa bajo carga de impacto. Geometria y condiciones de carga.
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Figura 3: Placa bajo carga de impacto. (a) Energia interna de deformacion. (b) Energia de fractura.

En la Fig. 3a se muestra la evolucion de la energia de deformacion para diferentes érdenes de
interpolacion isogeométricas. Se compara con resultados presentados en Borden et al. (2012)
mediante un solucion por elementos finitos. En la Fig. 3b se muestra la evolucion de la energia
de fractura total (Ec. (3)) y se compara nuevamente con el resultado obtenido por Borden et al.
(2012).

En la Fig. 4 se muestra la evolucion del campo de fase para diferentes instantes de tiempo.
Este caso corresponde con una interpolacion isogeométrica cubica. En el andlisis numérico
puede observarse que a los ~ 35 us se produce la bifurcacion de la fisura.
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Figura 4: Placa bajo carga de impacto. Evolucién del campo de fase para: (a) ¢ = Ous, (b) t = 45us y (c)
t=280us

5.2. Impacto de dos anillos

Este ejemplo analiza el impacto de dos anillos sometidos a una velocidad inicial de uy =
10m/s. En la Fig. 5a se muestra la geometria y las condiciones de borde. Se considera un
estado plano de tensidn con un espesor ¢ = 2mm. Los anillos son de material lineal eldstico
con un médulo de Young £ = 190 GPa, un médulo de Poisson » = 0,30 y una densidad
p = 8000 K g/m?3. Para la formacién de fisuras se utiliza una densidad de energfa superficial
Ge = 6000 N/m. La geometria de cada anillo se ha discretizado con 12888 puntos materiales y
se considera contacto con un coeficiente de friccion p1y = 0, 65. En este ejemplo se utiliz6 una
interpolacién isogeométrica ctibica.

En la Fig. 5b se muestra la evolucién de la energia de fractura total y se compara con los
resultados obtenidos por Kakouris y Triantafyllou (2019). Notese como en el instante que se
fracturan diametralmente (~ 150 ) los anillos, la energia se mantiene practicamente constante
y para un tiempo aproximado de 400us los anillos dejan de tener contacto y se separan. En la
Fig. 6 se muestra diferentes instantes del proceso de impacto entre los anillos. Para un tiempo de
30us se observa el desarrollo de una fisura que se propaga desde el borde interior, debido a las
tensiones principales de traccion, hacia la zona de contacto. Para un tiempo de 60us la fisura se
extendid hasta la zona de contacto. Se puede apreciar algiin dafio en la superficie de contacto.
También puede observarse alguna degradacioén del material en la parte superior e inferior de
los anillos. Para un tiempo de 100us se muestra la formacién de una nueva fisura en la parte
posterior de cada anillo y se desarrolla desde la zona interior de méxima traccién hacia el borde
exterior.

6. CONCLUSIONES

Se ha llevado a cabo un andlisis de fractura fragil dinamica utilizando el método del punto
material MPM para problemas planos de tensién y deformacion, incluyendo contacto. Se utili-
z6 una aproximacion isogeométrica utilizando NURBS de grado cuadratico y cubico. Debido
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Figura 5: Impacto de dos anillos. (a) Geometria y condiciones inicales. (b) Energia de fractura.
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Figura 6: Impacto de dos anillos. Evoluciéon del campo de fase: (a) ¢ = Ous, (b) t = 30 us, (¢) t = 60 us., (d)
t = 100 ps.

a la cantidad de puntos materiales utilizados en las simulaciones, es conveniente paralelizar
el cédlculo. En los ejemplos mostrados se utilizé paralelizacién a nivel de CPU. Se deja como
trabajo futuro paralelizar a nivel de placa de video GPU y poder simular mayor cantidad de par-
ticulas y hacer un andlisis de convergencia promisorio. No obstante, Los resultados numéricos
obtenidos en este trabajo son aceptables y estdn en concordancia con los resultados publicados
en la bibliografia especializada en el tema.
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