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Resumen. En este trabajo se presenta un enfoque innovador para resolver problemas de elasticidad
lineal mediante una técnica hibrida que combina el método de elemento finito (FEM) y el método de
Galerkin libre de elementos mejorado (IEFG). El método Ov-IEFG-FEM propuesto utiliza FEM en toda
la geometria del problema y emplea nodos superpuestos para realizar aproximaciones de orden superior
en regiones que requieren mayor precision utilizando IEFG. Los dominios superpuestos transfieren itera-
tivamente informacion cinematica a través de fronteras inmersas bien definidas. Los resultados muestran
que esta técnica es adecuada y fiable para resolver problemas de elasticidad lineal de manera precisa y
sencilla.

Keywords: Improved overlapping element-free Galerkin, Finite element method, FEM background mesh,
Overlapping node distribution, Linear elasticity.

Abstract. This work presents an innovative approach for solving linear elasticity problems using a hy-
brid technique that combines the finite element method (FEM) and the improved element-free Galerkin
method (IEFG). The proposed Ov-IEFG-FEM method utilizes FEM throughout the entire problem geo-
metry and employs overlapping nodes to perform higher-order approximations in regions that require
greater accuracy using IEFG. The overlapping domains iteratively transfer kinematic information th-
rough well-defined immersed boundaries. The results demonstrate that this technique is suitable and
reliable for solving linear elasticity problems accurately and simply.
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1. INTRODUCCION

Los métodos sin malla estdn ganando un creciente interés en el drea de la mecdnica compu-
tacional, siendo ampliamente utilizados en muchas aplicaciones de ingenieria, ya que estos
métodos solo requieren un conjunto de nodos para representar el dominio del problema, lo que
los hace ideales para modelar problemas relacionados con grandes deformaciones (Rabczuk
y Belytschko (2007)), dafio material (Guiamatsia et al. (2009)), fronteras méviles (Alvarez-
Hostos et al. (2023)), materiales disimiles o estratificados (Pathak et al. (2011)), iniciacion,
nucleacion y crecimiento de grietas (Bordas et al. (2008)). Entre los métodos sin malla desarro-
llados hasta ahora, el método de Galerkin libre de elementos (EFGM por sus siglas en inglés) ha
ganado popularidad debido a su aplicabilidad exitosa en diferentes dreas dentro de la mecédnica
computacional, como la dindmica de fluidos (Alvarez Hostos et al. (2020)), la mecénica de soli-
dos no lineales (Alvarez-Hostos et al. (2016)), problemas de transferencia de calor con cambio
de fase (Alvarez-Hostos et al. (2019)), y fronteras méviles (Wessels et al. (2018)), entre otros.
Este método tienen las siguientes caracteristicas (Liu (2009)): (i) la posibilidad de lograr facil-
mente aproximaciones de orden superior con derivadas continuas en comparacién con FEM y
otras técnicas basadas en mallas, y (ii) una mayor flexibilidad para agregar o eliminar nodos.
La primera caracteristica permite una implementacion directa del enriquecimiento de funciones
de forma intrinsecas para mejorar la precision cerca de singularidades, como puntas de grietas
(Pant et al. (2010)), mientras que la segunda caracteristica hace que el método sea adecuado pa-
ra abordar problemas con dominios variables (Chen y Duan (2020)) y fronteras méviles (Wang
et al. (2012)) de una manera sencilla. Otras ventajas notables del EFGM residen en su tasa
de convergencia, que a menudo supera la del método elementos finitos (Liu (2009)). Ademas,
EFGM puede lograr alta precision en la captura de gradientes locales marcados. Asimismo,
EFGM elimina la necesidad de postprocesamiento para lograr deformaciones, tensiones u otras
variables de campo contintas debido a su continuidad inherente en las funciones de forma y sus
derivadas espaciales (Liu (2009)). En contraste, lograr esta continuidad en FEM es un desafio y
tipicamente requiere el uso de elementos finitos altamente complejos con numerosas incognitas
nodales o postprocesamiento para manejar los campos de derivadas discontinuas producidas por
elementos mas simples (Bathe (2006)). Estas caracteristicas particulares han promovido fuerte-
mente la implementaciéon de EFGM en la solucién de problemas de mecanica de sélidos cada
vez mas complejos.

Los aspectos discutidos hasta ahora ponen en una perspectiva adecuada el potencial de las
técnicas EFG para resolver problemas de mecénica de s6lidos tanto lineales como no lineales de
manera sencilla, proporcionando también una mayor precision. Sin embargo, es bien sabido que
el EFGM tiende a ser computacionalmente mas costoso que FEM para realizar una tarea dada.
Esta limitacion especifica ha llevado al desarrollo de técnicas hibridas EFGM-FEM dirigidas a
mejorar la eficiencia computacional, ya que estos enfoques estdn concebidos principalmente pa-
ra confinar la implementacion del EFGM a regiones especificas que demandan aproximaciones
de orden superior para proporcionar una buena precision. L.a mayoria de los procedimientos de
acoplamiento EFGM-FEM reportados en la literatura reciente involucran regiones previamente
bien especificadas para ser discretizadas mediante FEM y EFGM, con una relacién topoldgica
prescrita para ser adecuadamente acopladas. Rohit et al. (2019) presentaron una revision sobre
la implementacion en las dltimas décadas de los procedimientos acoplados entre métodos sin
malla y FEM que han surgido como una nueva alternativa en los métodos computacionales con
logros importantes. Ademds, se analizé el notable progreso en la resolucion de las principales
deficiencias de los métodos convencionales y los métodos sin malla en fases prematuras. Parti-
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cularmente, se ha encontrado que los métodos hibridos EFGM-FEM son ttiles en la mecénica
de fractura eldstica lineal y en el modelado de crecimiento de grietas en materiales ductiles y
fragiles. La mayoria de los procedimientos hibridos EFGM-FEM requieren elementos de inter-
face que utilizan funciones de rampa para una transicion sin problemas entre las regiones FEM
y EFGM, por lo que la implementacién de estos enfoques en escenarios que involucran geome-
trias de topologia compleja puede ser muy desafiante. Sin embargo, algunos autores han logrado
recientemente realizar tal acoplamiento sin la necesidad de elementos de transicion. Ullah et al.
(2013) desarrollaron un novedoso procedimiento de acoplamiento adaptativo basado en el error
EFGM-FEM para problemas de mecdnica de s6lidos lineales, no lineales y dependientes de la
trayectoria. Las funciones de forma para las aproximaciones EFGM se construyeron median-
te la formulacion de maxima entropia, permitiendo el cumplimiento de la propiedad delta de
Kronecker. Esta caracteristica particular no solo ha permitido la imposicion de condiciones de
contorno de Dirichlet en forma de valores nodales prescritos, sino que también ha eliminado la
necesidad de elementos de interface en el acoplamiento entre las regiones EFGM y FEM.

A pesar de las ventajas presentadas por las soluciones numéricas hibridas basadas en EFGM-
FEM, estos métodos de acoplamiento todavia requieren fronteras de transicion bien definidas
en dreas donde el EFGM y FEM comparten nodos comunes. Para abordar este tipo de necesida-
des de relacion topoldgica en procedimientos de acoplamiento de dominios, se han desarrollado
métodos de dominios superpuestos de tipo chimera en el contexto de métodos sin malla. Alva-
rez Hostos et al. (2022) introdujeron recientemente uno de los primeros enfoques superpuestos
basados en métodos sin malla, utilizando la técnica de Galerkin libre de elementos mejorada
superpuesta (Ov-IEFG por sus siglas del inglés overset improved element-free Galerkin). Es-
ta técnica, concebida en principio para abordar problemas de conduccion de calor transitoria
con fuentes de calor en movimiento, se realiza con una disposicion fina de nodos que sigue la
trayectoria de la fuente de calor sobre una distribucién gruesa de nodos que representa todo el
dominio del problema. Aunque el Ov-IEFG tiene el potencial para un facil acoplamiento en-
tre los dominios superpuestos, todavia presenta desafios en términos del costo computacional
porque utiliza EFG en ambos dominios. En este sentido, un procedimiento superpuesto que use
aproximaciones EFG solo en regiones que demandan alta precision numérica seria muy util.
Para abordar este aspecto, Alvarez-Hostos et al. (2024) desarrollaron el Ov-IEFG-FEM (del
inglés overset improved element-free Galerkin-finite element method). Esta técnica hibrida sin
malla/con malla ha sido desarrollada e implementada inicialmente en el contexto de problemas
de conduccidn de calor transitoria con fuentes de calor en movimiento, utilizando una distribu-
cion fina de nodos que se mueven con la fuente de calor y se superponen con una malla gruesa
que discretiza la geometria del dominio completo. Basandose en el potencial del Ov-IEFG-FEM
para resolver problemas con gradientes marcados en pequeiias regiones méviles, el enfoque de
este trabajo se centra en realizar una extension adecuada de las caracteristicas positivas de esta
técnica a la solucion de problemas de elasticidad lineal que exhiben tales caracteristicas.

2. METODOLOGIA Y RESULTADOS

Se resolverdn problemas de referencia de elasticidad lineal mediante el Ov-IEFG-FEM, cu-
ya representacién esquematica se puede observar en la Fig. 1 para un dominio arbitrario €2 con
frontera I'. Todo el dominio del problema se discretiza con una malla de fondo gruesa para
realizar cédlculos basados en FEM, mientras que un dominio superpuesto representado por una
distribucion fina de nodos se utiliza para enriquecer la solucién en un drea especifica mediante
el método IEFG para lograr aproximaciones de orden superior. El dominio €2 de la Fig. 1 estd
ocupado por un sélido eléstico lineal isétropo sometido a un conjunto de condiciones de Diri-
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chlet y Neumann en las fronteras no superpuestas ', y I'y (I'y U I'y = I'), respectivamente. La
deformacion del s6lido estd gobernada por la forma cuasi-estética del balance de cantidad lineal
de movimiento:

1
]
1
q
M € Nope

Figura 1: Representacion del dominio del problema para una solucién numérica realizada mediante el Ov-IEFG-
FEM propuesto.

V-o+f=0 Vx € Q, (D

donde f es la densidad de fuerza del cuerpo y o es el tensor de tensiones de Cauchy, que para
un solido elastico lineal is6tropo bajo pequefias deformaciones estd dado por:

o =p(Va+ [Vu") + AV - ul, 2)

donde u = E/[2(14+v)]y A = Ev/[(1+v)(1 — 2v)] son las constantes de Lamé, mientras que
I es el tensor identidad de segundo orden y u es el campo de desplazamientos. Las constantes
de Lamé se dan en términos del médulo de Young £ y el coeficiente de Poisson v. La solucién
de (1) estd sujeta a las siguientes condiciones de frontera:

u=

c

p en Iy, 'y
o-n=t en I}, 3)

donde up es el desplazamiento que se va a imponer en ['y,, y t es el vector de traccién superficial
en ['y. El Ov-IEFG-FEM estd concebido para resolver las ecuaciones de gobierno del problema
de elasticidad lineal descritas en los parrafos anteriores, construyendo una solucién enriquecida
unica mediante un acoplamiento adecuado de los dominios superpuestos v Y $2grG repre-
sentados en la Fig. 1. Los resultados de la solucién basada en FEM realizados en la malla de
fondo que discretiza (2ggy; se mantienen en las regiones fuera del dominio (2jgrg, representado
por una distribucién fina de nodos (mostrados en rojo en la Fig. 1) para enriquecer la solucién
mediante la técnica IEFG, mientras que la frontera ['igrg y la superficie cerrada Sigpg_.rem €stan
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destinadas a realizar la transferencia reciproca de informacion entre los dominios superpuestos
Qrem v erc- La frontera I'igrg y la superficie cerrada Sigrg_rem S€ representan con lineas
negras discontinuas y punteadas, respectivamente. La solucién basada en FEM se utiliza para
calcular los desplazamientos que se impondran en ['jggg mediante el método de penalizacion,
por lo que la solucién realizada en ()jgrg mediante el método IEFG depende de los resultados
obtenidos en la malla de fondo. A la inversa, la solucidn obtenida mediante la técnica IEFG en
el dominio (2grg se utiliza para determinar los desplazamientos que se deben prescribir en el
conjunto de nodos N, (representados en verde en la Fig. 1) de la malla de fondo encerrada
por la superficie Sigrg_srem - Es importante destacar que los desplazamientos que se impondran
en I'[grg se calculan a través de una reconstruccion local de alto orden de la soluciéon basada
en FEM, que se realiza en el dominio 2. C gy construido con aquellos elementos finitos
cuyos centros estdn encerrados por S;... Estos elementos estdn representados en color amarillo
en la Fig. 1, mientras que S, estd representado por una linea negra discontinua en la misma
figura. El acoplamiento entre las soluciones obtenidas en los dominios superpuestos 2gpv ¥
Qierc consiste en la imposicion segregada/recursiva de las siguientes restricciones cinematicas:

u = urg en x), h € Nenes, Yy

u=1urgm en I'rg, “4)

donde tigpg corresponde a los desplazamientos calculados en los nodos h € N, utilizando la
solucién realizada en (2jgrg mediante la técnica IEFG, mientras que Giggy son los desplazamien-
tos calculados en I'grg utilizando las aproximaciones IMLS (del inglés improved moving least
squares) obtenidas a partir de la reconstruccién local realizada con el conjunto N, de nodos
pertenecientes a los elementos incluidos en €2... Este procedimiento establece la dependencia
reciproca entre las soluciones obtenidas tanto en la malla de fondo (2ggy como en la distribu-
cién fina de nodos que representa el dominio {2jgrg. Los desplazamientos Ugrg que se deben
imponer en los nodos h € N, se calculan mediante las aproximaciones IMLS relativas a la
solucion realizada a través de la técnica IEFG en la distribucion fina de nodos que representa
el dominio superpuesto §2igrg, mientras que los desplazamientos tggy que se imponen en ['grg
se calculan a partir de la reconstruccion local basada en IMLS del problema mecéanico resuelto
en la malla de fondo (2ggy mediante FEM. Para informacién mds detallada con respecto a la
formulacion del Ov-IEFG-FEM y su procedimiento algoritmico consultar Alvarez-Hostos et al.
(2024).

Se modela como primer problema de referencia una placa infinita con un agujero centrado de
radio R, como se esquematiza en la Fig. 2 (a). La placa estd sometida a una traccion superficial
horizontal uniformemente distribuida o,,|,, = 7" = 1000 Pa en 2 = oo. Las propiedades
mecdnicas utilizadas son: el médulo de Young £/ = 210 GPa y la relacién de Poisson v = 0,3.
Las soluciones exactas para el campo de tension en este problema se dan a continuacién (Duan
et al. (2014)):

2 4
Ope =T {1 - % [2 cos (26) + cos (49)] + g% cos (49)} (5)
R [1 3a
oy =—T 3 |5 08 (20) — cos (40)| + 2,4 €08 (40) (6)
2 4
Ty = —T {i B sin (26) + sin (49)] - 2% sin (49)} , 7
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donde las componentes de tension cartesianas se han expresado en términos de las coordenadas
polares con el propésito de concisién matematica en las que: r = /22 + y2, 6 = tan™! (¥)

rPrrttrtt

Figura 2: Representacién de la geometria y las condiciones de contorno para una placa infinita con un agujero
centrado.

Debido a la simetria que posee este problema, las soluciones se realizaron utilizando solo
el cuarto superior derecho de la placa. Este cuarto tiene dimensiones finitas de 10 x 10 mxm
con un radio de agujero de R = 1 m. Est4 restringido con desplazamientos u, = 0 a lo largo
del eje v = 0y uy, = 0 alo largo del eje y = 0. Como se muestra en la Fig. 2 (b), las cargas
superficiales para la solucién numérica se han prescrito de acuerdo con (5) — (7) para reproducir
adecuadamente el comportamiento de la placa infinita sometida a la traccion superficial remota
uniforme. Tanto las mallas de fondo utilizadas para discretizar {2ggy como las distribuciones de
nodos usadas para representar el dominio {2jgrg son no uniformes para este problema, como se
observa en la Fig. 3. Dado que se espera que surjan concentraciones de tensiones significativas
cerca del agujero de la placa, el dominio €jggg se ha colocado en dicha regién para enriquecer la
solucion numérica. Por consiguiente, la componente de tension o, de la placa se presenta en la
Fig. 4. Los resultados numéricos obtenidos mediante el Ov-IEFG-FEM muestran una excelente
concordancia con la solucién exacta, como se visualiza en los graficos presentados en la Fig. 5
para las componentes de tension o, y o, calculados a lo largo de la linea horizontal (x, 0) y la
componente de tension 7., calculado a lo largo de una linea de 45°.

Como segundo modelo de referencia, se modelé una muestra a tensién con una muesca en
un borde (SENT) por sus siglas en ingles con dimensiones L = 0,2 m de altura por b = 0,05 m
de ancho, con una grieta horizontal predefinida de 0,025 m. El médulo de Young y la relacién
de Poisson son £ = 5,5 GPay v = 0,25. La muestra estd sometida a una traccién superficial
uniforme remota de P = 100 MPa en el borde superior de la geometria, como se muestra en la
Fig. 6. Debido a la simetria de la muestra, el problema se modela considerando solo la mitad de
la geometria. Por lo tanto, el dominio computacional utilizado en las pruebas numéricas tiene
dimensiones finitas de 0,05 x 0,1 mxm. La mitad del borde inferior esté restringida vertical-
mente para emular la longitud de la grieta y la esquina inferior derecha estd cinemdaticamente
restringida para evitar movimientos de cuerpo rigido. Tanto la distribucién de la componente
de tension oy, como los resultados numéricos obtenidos mediante el Ov-IEFG-FEM se pueden
observar en la Fig. 7, la cual muestra en cuanto a las soluciones numéricas una buena con-
cordancia con la solucién de referencia desarrollada por Tada et al. (1973), para las diferentes
componentes de tension cerca de la punta de la grieta. Los resultados obtenidos utilizando el
Ov-IEFG-FEM propuesto en este trabajo demuestran su efectividad en la resolucion de pro-
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x (mm)

(b) Distribucién de nodos IEFG.

¥ (mm)

x (mm)

(c) Distribucién de nodos (azul) y malla de fondo utilizada en
Ov-1IEFG-FEM.

Figura 3: Mallas y distribuciones de nodos para una placa infinita con un agujero centrado.

.
Im
.

150

[mw
Iw
s

Oxx (Pa)

Figura 4: Distribucién de la componente de tensién o, obtenida mediante el Ov-IEFG-FEM para el problema de
la placa infinita con un agujero centrado.

blemas de elasticidad lineal, permitiendo un acople sin problemas entre los cdlculos de FEM
en (ppy ¥ las aproximaciones de orden superior de IEFG realizadas en el dominio ()jgrg para
fines de enriquecimiento y mejora de la precision. Esta afirmacion se puede observar tanto en
el problema de la placa infinita con un agujero centrado como en la muestra tipo SENT donde
un acoplamiento suave se manifiesta entre las regiones FEM y IEFG a lo largo de la frontera de
transicion ['[grg como se representa en las distribuciones de tensiones para ambos problemas en
las Figs. 4 y 7a. Por ende, dichos resultados demuestran el potencial del Ov-IEFG-FEM para
lograr una excelente precision de manera sencilla, mediante los célculos a través de IEFG que
son adecuadamente realizados en las zonas donde se evidencian gradientes significativos con
respecto a la variable de tension, tanto en el drea cercana al orificio de la placa infinita como
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Figura 5: Componentes de tensién o4, 0yy Y Tzy Obtenidas mediante el Ov-IEFG-FEM para el problema de la
placa infinita con un agujero centrado.

en la punta de la grieta para la muestra tipo SENT. Ademas, cabe destacar que las mejoras in-
troducidas por el Ov-IEFG-FEM se logran sin la necesidad de prescribir relaciones topoldgicas
complejas entre la malla de fondo que discretiza (g y la distribucion fina de nodos que re-
presenta (jgrg. Esta caracteristica también permite su facil implementacién en problemas que
involucran gradientes mdviles marcados, como problemas de propagacion de grietas, lo cual se
logra simplemente posicionando adecuadamente )jgrg segtin los cambios en la configuracién
del dominio del problema.

11111t

Attt

%

0.1 m

Figura 6: Geometria y condiciones de borde para la muestra tipo SENT.

3. CONCLUSIONES

El método de elemento finito y Galerkin libre de elementos mejorado superpuesto (Ov-
IEFG-FEM) se ha implementado para resolver problemas de referencia de elasticidad lineal,
demostrando su eficacia en acoplar sin problemas un dominio de fondo discretizado mediante
una malla gruesa para los célculos del Método de Elemento Finito (FEM) con un dominio tipo
parche representado por una disposicion fina de nodos para realizar aproximaciones de orden
superior utilizando el método de Galerkin libre de elementos mejorado (IEFG) en regiones que
requieren una mayor precision. Este enfoque aprovecha particularmente el potencial del método
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Figura 7: Distribucién de la componente de tension oy, y comparacién de las soluciones numericas obtenidas
mediante el Ov-IEFG-FEM propuesto para la muestra tipo SENT.

IEFG para capturar concentraciones de tensiones significativas de manera notablemente simple,
al tiempo que mitiga el costo computacional asociado al uso de métodos EFG en todo el do-
minio del problema. Al posicionar estratégicamente el dominio tipo parche sin malla cerca de
las regiones con altos gradientes, se mejora la precision de la solucion numérica sin necesidad
de reconfiguraciones extensas de nodos o adaptaciones de malla complejas. En conclusion, el
Ov-IEFG-FEM ofrece una alternativa convincente para abordar los desafios computacionales
de los métodos IEFG tradicionales, proporcionando un marco robusto para mejorar la precision
numérica en la elasticidad lineal.
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