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Resumen. Este articulo constituye la segunda parte de una serie de dos documentos que presentan el
desarrollo e integracién numérica, en el dominio del tiempo, de las ecuaciones de movimiento para un
arreglo de cosechadores de energia basados en inestabilidades aeroeldsticas. El principal desafio de es-
te enfoque es la interdependencia entre las cargas aerodindmicas y el movimiento de los cosechadores.
Para abordar esta complicacidén, se presenta el desarrollo de un esquema iterativo que considera esta
interaccion. El esquema se basa en un conjunto de adaptaciones e innovaciones del conocido método
predictor-corrector de cuarto orden de Hamming que, para problemas como el atacado en este esfuerzo,
resulta més apropiado que los métodos de tipo Runge-Kutta.

Keywords: energy havesters, flutter, integration scheme.

Abstract. This article is the second part of a two-part series aimed at the numerical development and
time-domain integration of the equations of motion for an array of energy harvesters based on aeroelastic
instabilities. A fundamental challenge with the chosen time-domain approach to solving the aeroelastic
problem is the interdependence between the aerodynamic loads and the movement of the harvesters. To
address this challenge, an iterative scheme that accounts for this interaction is presented. The scheme
is based on a set of adaptations and innovations to the well-known fourth-order Hamming predictor-
corrector method, which proves more suitable than Runge-Kutta methods for problems of this nature.
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1. INTRODUCCION

El fenémeno de flutter ha sido ampliamente estudiado por ingenieros e investigadores debido
a que se trata de una inestabilidad de origen aeroeldstico que conduce a fallas catastréficas.
Aunque se han llevado a cabo numerosos esfuerzos para evitar su ocurrencia, recientemente se
ha comenzado a explorar un enfoque diferente: aprovechar el flutter como fuente de generacién
de energia en sistemas de pequefia escala (Erturk et al., 2010; Bryant y Garcia, 2011; Abdelkefi
et al., 2012).

En la primera parte de este trabajo, se present6 el desarrollo de las ecuaciones de movimiento
para multiples cosechadores aeroeldsticos dispuestos en arreglos espaciales. Con el fin de es-
tudiar movimientos inestacionarios, asi como también explorar fendmenos no-lineales, resulta
imprescindible llevar a cabo simulaciones en el dominio del tiempo.

La idea principal consiste en tratar el flujo de aire y los cosechadores como elementos de un
Unico sistema dindmico; e integrar numérica, simultdnea, e interactivamente en el dominio del
tiempo todas las ecuaciones gobernantes. Sin embargo, existe una complicacién fundamental
con el enfoque en el dominio del tiempo elegido para resolver el problema aeroeldstico: para
predecir las cargas aerodindmicas se deben conocer la posicion, la velocidad y la aceleracién de
la estructura (efecto de masa agregada), y para calcular estos pardmetros, se deben conocer las
cargas aerodindmicas (Preidikman, 1998).

Para superar esta complicacion, en esta segunda parte se presenta el desarrollo de un esquema
iterativo, que tiene en cuenta la interaccidn entre las cargas aerodindmicas y el movimiento
de los cosechadores. El esquema se basa en un conjunto de adaptaciones e innovaciones del
conocido método predictor-corrector de cuarto orden de Hamming (Carnahan et al., 1969).

El método de Hamming ha sido previamente modificado para estudiar problemas bidimen-
sionales (2D) de cosecha de energia basada en inestabilidades aeroeldsticas (Abdelkefi et al.,
2014; Beltramo et al., 2020; Roccia et al., 2020). En este trabajo, se introducen adaptaciones
del método de Hamming que permiten integrar las ecuaciones de gobierno de un arreglo de co-
sechadores, dispuestos en arreglos espaciales, sometidos a desplazamientos de cuerpo rigido y
a grandes rotaciones (problema tridimensional, con modos primarios y secundarios acoplados).

Este esquema fue elegido por las siguientes razones: es de cuarto orden; es incondicional-
mente estable; permite evaluar las cargas aerodindmicas en pasos de tiempo integrales; y permi-
te, sin desestabilizarse, considerar cargas en el lado derecho de las ecuaciones de movimiento
que dependan de la aceleracion del sistema dindmico. En los problemas estudiados, uno de los
desafios principales es el calculo de las cargas aerodindmicas, ya que este proceso es el mds
costoso desde el punto de vista computacional. Los métodos de integraciéon de tipo Runge-
Kutta requieren que las cargas aerodindmicas sean evaluadas en fracciones del paso de tiempo.
Sin embargo, los métodos predictor-corrector que permiten evaluar las cargas aerodindmicas
en pasos de tiempo integrales representan una potencial ventaja. Por este motivo, el método de
Hamming, con algunas adaptaciones adicionales, resulta ideal para atacar problemas de inter-
accion fuerte, permitiendo corregir el modelo aerodindmico y el modelo estructural de manera
interactiva para poder avanzar en el dominio del tiempo.

El esquema propuesto en este trabajo se divide en dos partes: i) una rutina de inicio o de
arranque, y ii) una rutina general. En la rutina de inicio de calculan las soluciones predichas y
corregidas para los primeros tres pasos de tiempo. Mientras que en la rutina general se calculan
las soluciones predichas y corregidas a partir del cuarto paso de tiempo de simulacidn.

Para el primer paso de tiempo, se utilizan como esquemas predictor-corrector el método de
Euler y el método de Euler modificado. Para el segundo paso de tiempo, se usa el método de
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dos pasos de Adams-Bashforth como esquema predictor, y el método de tres pasos de Adams-
Moulton como esquema corrector. Para el tercer paso de tiempo, se usa el mérodo de tres pasos
de Adams-Bashforth como esquema predictor, y el método de cuatro pasos de Adams-Moulton
como esquema corrector (Butcher, 2016; Chapra, 2018). A partir del cuarto paso de tiempo, se
utiliza el algoritmo de cuarto orden de Hamming.

2. ESQUEMA NUMERICO

Con el fin de describir el esquema numérico desarrollado para resolver las ecuaciones de
movimiento de un arreglo de cosechadores basados en inestabilidades aeroelasticas, las cuales
fueron presentadas en la primera parte de este esfuerzo, se introducen los siguientes conjuntos
de ecuaciones:

n=Jv, (1a)
L=L(n,v,v,t), (1b)
v =My [L—Cgrp(v)v]. (1c)

La ecuacidn cinematica (1a) relaciona las velocidades lineal y angular del cuerpo, en términos
de sus componentes en el sistema fijo al cuerpo, v, con las velocidades lineal y angular del
cuerpo, en términos de sus componentes en el sistema inercial, 77, a través de la matriz de trans-
formacion J. La relacién (1b) provee las componentes de las fuerzas y de los momentos, las
cuales se incluyen en el vector de cargas L. Y, finalmente, la ec. (1¢) es la relacién dindmica,
donde v contiene las aceleraciones lineales y angulares del cuerpo, en términos de sus com-
ponentes en el sistema fijo al cuerpo; Mg es la matriz de inercia; y Crp es una matriz que
contiene los términos centripetos y de Coriolis.

2.1. Condiciones Iniciales

Para comenzar con la solucién, se necesitan dos conjuntos de condiciones iniciales: 7(0) y
77(0). En el caso de que el vector de cargas sea funcién de la aceleracién ©, se necesitard un
tercer conjunto de condiciones iniciales, 2/(0).

En primera instancia, se determina v(0) como

v(0) = I [E(0)] (0). 2)
Luego, se determina el vector de cargas inicial:
L = L [n(0), »(0), 2(0), ¢ = 0]. 3)

2.2. Rutina de Inicio

La rutina de arranque sigue de cerca los principios del esquema general, empleando métodos
predictores-correctores para iterar la solucion en los primeros tres pasos de tiempo.

2.2.1. Primer paso de tiempo (¢ = At = t;):
Esquema Predictor: método de Euler

La solucién predicha (primera iteracion) se calcula como:

'w(t)) = v(0) + (0)At (4a)
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'n(t) = n(0) + (0)At
'L(ty) = L['n(tr), 'v(tr), ©(0), t]
'Crp(t1) = Cpp ['v(t1)]

'w(t) = Mpp ['L(t1) = 'Cra(t1) 'v(t)]

Esquema Corrector: método de Euler modificado

La solucién corregida se determina como:

"lu(t) = v(0) + [2(0) +F ()] %

k+1CRB(t1) — CRB [kJrly(tl)]

k+11)(f;1) _ MélB [kJrlL(tl) o k+ICRB<t1) k+1v<t1>}

donde £ > 1 es el ndmero de iteracion.
Seguidamente, se verifica la convergencia de la solucion:

et Bl

e =

o0

(4b)

(4c)

(4d)

(4e)

(5a)

(5b)

(5¢)

(5d)

(Se)

(59)

(6)

Si e > € (donde € es una tolerancia establecida para el error en la solucién calculada),

entonces:
k’-/(tl) — k+1f/(t1)

y se vuelve a las ecuaciones (5).
Si e < ¢, entonces:

v(t) =""w(h)
(t) = "a(t)
v(t) = o)
n(t) =""n(t)
y comienzan los calculos de la solucion en t = 2At = ¢

(7)

(8a)
(8b)
(8¢)
(8d)
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2.2.2. Segundo paso de tiempo (¢ = 2At = t5):
Esquema Predictor: método de dos pasos de Adams-Bashforth

La solucién predicha (primera iteracién) se obtiene como:

ll/(tz) =v(t) + [3w(t) — v(0)] %
'n(ta) = m(t) + 3 () — (0] 5

1L(t2) =1L [117(t2), 1l/(t2), I)(tl), tQ]
'Crp(t2) = Crp ['v(t2)]

'0(ty) = Myp ['L(ta) — 'Cra(t2)'v(t2)]

Esquema Corrector: método de tres pasos de Adams-Moulton

La solucion corregida se calcula como sigue:

k+1y(t2) = v(t) + [5 Fo(ty) + 8 v(t) — 1'/(0)] %
k+1,,-7(t2) —J [kE(tg)] k+1lj<t2)
] At

eh(ta) = m(t) + 5 54 (1) + 8 (1) — (0)] T
B (1) = L [Mn(t), " u (), F (t), t]
"1Cra(t2) = Cra ["'v(ty)]
"”+11'/(t2) _ M]_%lB [k+1L(t2) _ k+1CRB(t2)k+1V(t2)}
Luego, se verifica la convergencia de la solucion:

o= |frsten e

kf/(tg) — k+1l-j(t2)

Si e > ¢, entonces:

y se vuelve a las ecuaciones (10).
Si e < ¢, entonces:

U(ts) = "o (t)
n(t2) ="'n(ts)
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(9a)

(9b)

(9¢)

(9d)

(9e)

(10a)

(10b)

(10c)

(10d)

(10e)

(10£)

(11)

(12)

(13a)
(13b)
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v(ts) = "u(ty)
n(t2) ="tz

y comienzan los calculos de la solucién en t = 3At = t3.

2.2.3. Tercer paso de tiempo (t = 3At = t3):
Esquema Predictor: método de tres pasos de Adams-Bashforth

La solucién predicha (primera iteracién) se calcula como:

At

Wty) = vlta) + 28 0(ta) — 16 (1) + 5 0(0)] T

At

n(ts) = n(t2) + [23 7(t2) = 16 9(0) + 5 7(0)] 7

"L(ts) =L ['n(ts), 'v(ts), 'w(ts), ts]
1CRB(t3) = CRB |:1I/(t3)}

' (ts) = Mpp ['L(ts) — 'Cra(ts) ' v(ts)]

Esquema Corrector: método de cuatro pasos de Adams-Moulton

La solucién corregida se obtiene como:

1y (1) = v(ty) + [9 *i(ts) + 19 (ts) — 5 (1) + (0)] %
B (ts) = I [FE(ts)] F v (ts)

W () = m(t2) + [0 iy (ta) + 19 i(ta) — 5 (1) + 7(0)] S

24
FHLL(f) = L [k+1,”(t3>’k+11/(t3)’ki/(t3)at3]
k+1CRB(t3) = Crs [Hly(ti*)}
(1) = ML [k+1L(t3) — M1CRrp(t3) k+11/(t3)]
Luego, se verifica la convergencia de la solucién:

[t .

“(ts) = Tl (ts)

Si e > ¢, entonces:

(13c)
(13d)

(14a)

(14b)

(14¢)

(14d)

(14e)

(15a)

(15b)

(15¢)

(15d)

(15¢)

(15f)

(16)

(17)
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y se vuelve a las ecuaciones (15).
Si e < €, entonces:

D(ts) = "o(ts)
M(ts) = i (ts)
v(ts) = “u(ts)
n(ts) = ""n(ts)
y comienzan los cdlculos de la solucién en t = nAt = t,, paran > 3.

2.3. Rutina General

649

(18a)
(18b)
(18¢c)
(18d)

A partir del cuarto paso de tiempo (t = nAt = t, para n > 3), la solucién se obtiene

mediante el esquema general. Este se describe a continuacion.

Esquema Predictor

La solucion predicha se obtiene a partir del algoritmo predictor de cuarto orden de Ham-

ming:
(1) = ltacs) 2 () — ) 2 0(00)]
(1) = ltas) 2 (0r) — Al 2) 2 0(00)] 2

"L(t,) = L[Pn(t,) " v(tn), o(tn-1), t]
"Crp(tn) = Crp ["v(1,)]

PE(t,) = MpL [PL(t,) — PCra(ts) Pr(t,)]

Modificacion de la solucién predicha

(19a)

(19b)

(19¢)

(19d)

(19e)

La solucién predicha se modifica mediante los errores de truncamiento, E,, (¢,_1) y E,,(t,,—1),

del paso de tiempo anterior:

112

'w(t,) =" v(t,) + — Eu(ta1)
(ta) = P(t) + 5 Byt )

'L(ta) =L ['n(ta)," v(tn), "D (tn), ]
1CRB(tn) = CRB [111(15”)}

'W(t,) = Mpp ['L(ts) — 'Crp(ta)'v(tn)]
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Esquema Corrector

La solucién predicha-modificada se corrige segun el algoritmo corrector de cuarto orden de
Hamming:

My (t,) = é {9v(tu1) —v(tas) +3 [fU(tn) + 20(taor) — 3 D(ta—2)] At} (2la)

S, = - {9n(ta1) —nta-s) +3 [*0(t.) +20(ta1) = 30(t2)] At} (21b)

8
ML) = L[ n(t,), e (t), Fo(ts), ] (21c)
""1Crp(t,) = Crp [F'v(t,)] (21d)

"D (t,) = Mg [FM'L(t,) — "' Crp(t) v (t,)] (21e)

Se verifica la convergencia:

) St o

Uty =""0(t) y  FRt.) ="(t,) (23)

y se vuelve a las ecuaciones (21).
Si e < ¢, se estiman los errores de truncamiento

9

-

Si e > ¢, entonces:

E,(t,) = o7 u(t,) —Pu(t,)] (24a)
Ey(ta) = 1% [ in(n) = (t)] (24b)
y la solucion final esta dada por:

v(t,) =""u(t,) — By(t,) (25a)
n(tn) = "*'n(tn) — Ey(tn) (25b)
L(t,) = L [n(t,),v(t,), " ' (t,), t) (25¢)
Crp(t,) = Crp[v(t,)] (25d)
(t,) = Mpp [L(t,) — Cra(ta)v(t,)] (25¢)
N(tn) = J[E(tn)] &(tn) (25)

A continuacion, las soluciones conocidas se cambian un lugar:
Uty_i1) =U(tn) (26a)
N(tn—i-1) = N(tn-s) (26b)
V(th_i—1) = V(tn_i) (26¢)
N(tn-i-1) = Ntn-i) (26d)

parat = 3,2,1,0 y comienza la solucién para el préximo paso de tiempo (ecuaciones (19)).
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3. CONCLUSIONES

Este trabajo tuvo como motivacion el desarrollo de un esquema numérico para la integracion
simultdnea e interactiva, en el dominio del tiempo, de las ecuaciones de movimiento de un arre-
glo de cosechadores de energia basados en inestabilidades aeroeldsticas. El esquema propuesto
se basa en el método predictor-corrector de cuarto orden de Hamming y se divide en dos partes:
i) una rutina de arranque, y ii) la rutina general.

La rutina de arranque sigue de cerca los principios del esquema general, empleando métodos
predictores-correctores para iterar la solucion en los primeros tres pasos de tiempo. Para el
primer paso de tiempo, se utilizé como esquema predictor el método de Euler, y como esquema
corrector el método de Euler modificado. Para el segundo paso de tiempo, se usé el método de
dos pasos de Adams-Bashforth como esquema predictor, y el método de tres pasos de Adams-
Moulton como esquema corrector. Y, para el tercer paso de tiempo, se empled el método de tres
pasos de Adams-Bashforth como esquema predictor, y el método de cuatro pasos de Adams-
Moulton como esquema corrector.

La rutina general se emplea para determinar la solucion a partir del cuarto paso de tiempo.
Para obtener la solucién predicha, se utilizo el algoritmo predictor de cuarto orden de Hamming.
Luego, la solucién predicha se modificé mediante errores de truncamiento del paso de tiempo
anterior. Y, finalmente, la solucién predicha-modificada se corrigié empleando el algoritmo
corrector de cuarto orden de Hamming.
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