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Resumen. En este articulo se realiza el estudio y caracterizacién de las respuestas estacionarias de un
sistema experimental complejo, formado por un excitador reciprocante y un péndulo de multiples masas.
El modelo propuesto se fundamenta en la interaccion entre el sistema excitador y el péndulo conside-
rando la estructura compuesta por multiples osciladores, analizando el comportamiento del conjunto y la
interaccidon de sus componentes. A su vez, los pardmetros caracteristicos del sistema se estiman a partir
de la comparacién de mediciones experimentales con simulaciones numéricas. El objetivo del trabajo es
identificar configuraciones de pardmetros que permitan al modelo propuesto asemejarse a las observa-
ciones experimentales obtenidas previamente.

Keywords: Nonlinear dynamics, experimental system, parametric pendulum.

Abstract. This paper studies and characterizes the stationary responses of a complex experimental sys-
tem consisting of a reciprocating exciter and a multi-mass pendulum. The proposed model is based on
the interaction between the exciter system and the pendulum, taking into account the structure composed
of multiple oscillators, as well as analyzing the behavior of the system and the interaction of its compo-
nents. The characteristic parameters are estimated from the comparison of experimental measurements
with numerical simulations. The objective of the work is to identify parameter configurations that allow
the proposed model to resemble previously obtained experimental observations.
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1. INTRODUCCION

El péndulo paramétrico es un ejemplo recurrente en el estudio de sistemas dindmicos no
lineales, ya que su comportamiento exhibe respuestas rotatorias, oscilatorias y cadticas (Clif-
ford y Bishop, 1995; Bishop y Clifford, 1996; Garira y Bishop, 2003). Recientemente, se lo ha
propuesto como un convertidor de energia undimotriz (Wiercigroch, 2010; Nandakumar et al.,
2012; Yurchenko y Alevras, 2013; Dotti y Virla, 2021) debido a la variedad de respuestas di-
namicas, posibilidades constructivas y la capacidad de modificar su frecuencia natural para que
sintonice con la frecuencia del oleaje. De las posibles respuestas estables y no cadticas del sis-
tema, la rotatoria es la que mayor energia cinética posee (Najdecka et al., 2015; Dotti et al.,
2019a). Sin embargo, debido a la naturaleza estocdstica del oleaje, deben mantenerse las res-
puestas mediante una accioén de control que permita corregir cualquier cambio en la estabilidad
del sistema. En busca de autonomia y eficiencia en los convertidores pendulares, las acciones de
control deben ser 1o més econdmicas posibles en términos de consumo energético. Esto se debe
a que la energia utilizada en el control debe extraerse de la generada por el convertidor. Por lo
tanto, para lograr economia en una accién de control, se requiere modelar de manera precisa el
comportamiento del sistema pendular.

Dado que la tecnologia de convertidores pendulares no ha sido probada aun en ambiente real,
todos las propuestas tedricas de leyes de control de rotaciones se han implementado en labora-
torio ((Vaziri et al., 2014; de Paula et al., 2012)). En estas implementaciones, se ha empleado
casi exclusivamente el modelo cldsico del péndulo paramétrico para predecir la respuesta del
sistema. No obstante, en investigaciones experimentales previas (Xu et al., 2007; Dotti et al.,
2023) se reportaron interacciones entre los sistemas excitadores y el sistema pendular que no
pueden ser abordadas por el modelo de péndulo paramétrico clasico. Tales interacciones afec-
tan la respuesta del péndulo e influyen negativamente en la eficiencia de un eventual control.
En este articulo se presenta un modelo de la dindmica conjunta del péndulo paramétrico y su
sistema excitador, que pretende capturar de una forma mads precisa la respuesta del péndulo,
contemplando las vibraciones espurias mencionadas.

Luego de la introduccidn, se presentan las observaciones realizadas en la experiencia de
laboratorio y las hipétesis consideradas que podrian describir los fenémenos. Seguido a esto,
se propone un sistema modificado del conjunto excitador-péndulo y se realizan simulaciones
numéricas que son comparadas con ensayos de laboratorio. Por dltimo, se presentan los aspectos
mads importantes del trabajo.

2. PLANTEO DEL PROBLEMA
2.1. Descripcion del sistema experimental

El sistema excitador consiste en un mecanismo biela manivela, accionado mediante un motor
trifdsico de induccién que mueve una polea solidaria a la manivela con relacion de transmision
variable. Esta a su vez mueve la biela, lo que genera el movimiento reciprocante en la base
movil. La base mévil se encuentra formada por una estructura rigida que se desliza mediante
rieles sobre el bastidor fijo del excitador. Sobre ella se monta el sistema pendular y los elementos
de medicion y control. El sistema pendular montado sobre la base mévil del excitador esta
formado por un rotor desbalanceado con dos masas solidarias a €l. El conjunto excitador-sistema
pendular puede apreciarse en la Figura 1.

Con este dispositivo se pueden obtener 15 configuraciones de experimentos, gracias a cinco
opciones de frecuencia f (en Hz) siendo estas 2,361, 1,921, 1,540, 1,193 y 0,832, sumado a las
tres posibilidades de longitud de la manivela de radio r (en metros) siendo 0,205, 0,106 y 0,075.
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Los experimentos realizados para este trabajo corresponden a la seleccion del radio fijo r de
0,075 y a la frecuencia de excitacién 1,193 Hz. Por lo tanto, el forzamiento Y (t) queda definido
mediante la expresion

r2sen®(Qyt)

et (1)

Y(t) =r(l—-cos(Qst))+L|[1~- \/1 -

dependiendo de Q¢ que es la frecuencia angular a la que rota el excitador y L la biela de 0.535
m.

o0

000

)
)
%

Figura 1: Excitador reciprocante formado por: Estructura fija (1); Sistema pendular (2); Contra-
peso izquierdo (3);Base o mesa moévil (4); Biela (5); Manivela (6); Motor trifasico (7); Poleas
reductoras (8); Contrapeso derecho (9).

2.2. Observaciones de los ensayos experimentales

Dotti et al. (2023) observaron en el sistema experimental oscilaciones que originaban res-
puestas aparentemente cuasiperiodicas en el sistema. Este escenario puede ocasionar que las
respuestas rotatorias deseadas pierdan estabilidad y resulten en respuestas menos energéticas
como oscilaciones o reposo. Los investigadores supusieron que estas respuestas podrian estar
originadas debido a las caracteristicas constructivas del sistema, en donde las distintas piezas
moviles podrian verse afectadas por el forzamiento impuesto, implicando una interaccion entre
ellas y ocasionando una variacion entre las respuestas experimentales y numéricas.

Estas respuestas inesperadas no podian reproducirse mediante el modelo tedrico clasico del
péndulo paramétrico (Clifford y Bishop, 1995; Dotti et al., 2019b), el cual se empled en el
mencionado estudio. Este sistema se encuentra definido por la expresién

1,0 + cg0 + leymenm (g + Y (2)) sen() = 0, 2)

donde I, es la inercia del péndulo, ¢y el coeficiente de friccion viscosa, mep, la masa del sis-
tema pendular, [, la distancia del centro de masa al de rotacion, ademds de Y(t) siendo el
forzamiento externo.
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En la Figura 2 se puede observar que la respuesta numérica del sistema, obtenida al resolver
la ecuacion clasica (Ecuacion 2), presenta una rotacion bien definida. En contraste, la respuesta
experimental muestra una nube densa de puntos alrededor de la simulacion. Esta diferencia,
junto con el hecho de que los puntos de Poincaré abarcan una regién eliptica en el espacio de
fase, sugiere que las respuestas son cuasiperiodicas.

151 ]

101
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Figura 2: Comparacion entre simulacién del péndulo paramétrico cldsico (rojo) con respuestas
experimentales (violeta) y sus puntos de Poincaré (negro).

Se observé que los contrapesos del sistema vibraban lateralmente a medida que la mesa
movil realiza su recorrido por las guias, lo que indicaria un acoplamiento en esta direccion.
Sumado a esto, la mesa permite una leve rotacion en el plano, por lo que afectaria también las
respuestas del péndulo.

Durante los ensayos se observd que la mesa posee una oscilacion lateral en el plano donde
se mueve el péndulo que el modelo clasico no considera. Midiendo las aceleraciones en esta
direccion se observd que la magnitud de las mismas, si bien son menores a la aceleracion im-
puesta por el forzamiento reciprocante, no son despreciables por lo que se supone que estarian
afectando la respuesta del péndulo. En la Figura 3 se aprecia el espectro de la oscilacion late-
ral de la mesa mévil, donde aparecen amplitudes de magnitud considerable para armoénicos del
forzamiento de frecuencia alta, que podrian deberse a una resonancia no identificada.

3. MODELO MATEMATICO PROPUESTO

Para estudiar el sistema experimental, y predecir el comportamiento del mismo teniendo en
cuenta las oscilaciones de la base, se modifica el sistema del péndulo paramétricamente forzado
clasico (Clifford y Bishop, 1995). Se considera en primer lugar que la estructura movil de
la base esta compuesta por tres osciladores, dos laterales que funcionan como disipadores de
energia, denominados Xg y Xz, y uno central X;, que es donde se monta el sistema pendular,
siendo ademas el que recibe el forzamiento (Figura 4). Los osciladores laterales sirven para
sintonizar los maximos desplazamientos de la base X} por lo que su comportamiento dindmico
se ve afectado por ambos.

Se considera ademads que el oscilador X, se encuentra desalineado con respecto al punto de
aplicacion del forzamiento, representado por una barra rigida d considerada sin masa. Por lo
tanto, se asume que el sistema puede rotar en el plano XY}, un dngulo S que representa un giro
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Figura 3: Espectro para la oscilacién lateral medida en el excitador (azul), en conjunto con la
frecuencia de forzamiento y sus arménicos (naranja).

entre la base X; y el mufién de la biela. Esto busca asemejarse a las oscilaciones observadas
experimentalmente en esta posicion.

Los osciladores X} y Xy se encuentran vinculados al oscilador X; mediante resortes de rigi-
deces kg y kr respectivamente, que permiten representar la oscilacion relativa entre la base y
los contrapesos del sistema experimental. Los osciladores Xz y X se vinculan a la estructura
del sistema infinitamente rigida sobre la que deslizan mediante una rigidez ko y kgo.

Por dltimo, se asume una rigidez torsional k; en la vinculacién del mufién de la biela y la
base mévil. En la Figura 4 se puede apreciar un esquema del modelo utilizado junto con los
pardmetros del sistema, los osciladores y las vinculaciones entre si, ademds de las coordenadas
consideradas para la derivacion de las ecuaciones.

Y Y, Y

LL'XL ki L'Xb kg Xg

kio
M, M, 4 Mg
; A ko
CL1 CRr1
B
K, ©
Y(t)
(a) b)

Figura 4: Coordenadas del sistema propuesto. a) Estructura moévil con forzamiento Y(t) im-
puesto. b) Péndulo paramétrico cldsico montado sobre el oscilador Xj.

A partir del esquema de la Figura 4, se pueden obtener las ecuaciones del sistema conside-
rando el péndulo montado en Xj. Las coordenadas generalizadas del sistema quedan expresadas
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como
X, = dsen(p),
Y, = Y(¢)+d cos(p), 3)
xp = Xp+Ilmsen(0),

Yy = Y, — lem COS(G)’

en conjunto con Xy y Xg, tomando Yz = Y, = Y}, y siendo x, e y, las coordenadas del centro
de masa del péndulo. Mediante las ecuaciones de Lagrange se derivan las ecuaciones para los
grados de libertad del sistema, siendo estas

MLXL + Cr1 (XL — dﬁCOS(ﬁ)) + kLl (XL —d sen(ﬁ)) + kL()XL = O, (4)

MeXg + cr1 (XR —d /3cos(ﬁ)) + ki (Xg — d sen(B)) + kroXg = O, (5)

d gsen(B)(=Mpy — mem — My — Mg) — d (kp1 X + kriXg) cos(f) — d lemmem6 cos(B + )
+k, B(t) — (c1 X + criXr)d cos(B) — cpf + (cr1 + cr1) d2f cos?(B)
+sen(f) cos(f) (dsz1 + Phgy + M+ dZMRﬁZ) — dlpymen8’sen(f+6) ©

—d (My + Mm + My, + Mg) Vsen(f) + d2 (M,, + Mg + Mysen?(f) + MRsenz(ﬁ)) =0,

Ipé + Cgé +dlem mcm,B. cos(f+0) —dlem mcmﬁ.2 sen(f +0) + Loy mem (g + Y) sen(6) =0, (7)

donde ademds de los pardmetros definidos anteriormente se agrega cp, siendo el coeficiente
de friccion asociados al contacto entre la carcasa y el muiidn de la biela, y también cg; y ¢
siendo estos los coeficientes de friccion debidos al contacto entre los osciladores X; con Xy
y Xi. Los pardmetros kg, kro, kr1, kr1 y k: son los utilizados para sintonizar el modelo con
el experimento. En la Tabla 1 pueden apreciarse los valores de los coeficientes restantes del
sistema.

’ Parametro [Unidad] \ Magnitud \ Parametro [Unidad] \ Magnitud ‘

I, [Kgm?] 0.0273 d [m] 0.28
Mem [K9] 1.09 g[m/s?] 9.81
lcm [m] 0.031 MR, ML [Kg] 5
cg, cp [N ms] 0.002 M, [Kg] 17,2
cLi, cri [N ms] 0.001

Tabla 1: Parametros fisicos del sistema usados en las simulaciones.

4. RESULTADOS

Se utiliz6 un integrador de Runge-Kutta de Orden 4 para simular el sistema durante 500 se-
gundos, ignorando los primeros 300 para evitar el estado transitorio. Se tomaron condiciones
iniciales para 0 y 6 dentro de los intervalos (—m,] y [-8,8] respectivamente, mientras las coor-
denadas restantes inician en posicion de reposo. Se comprueba que al aumentar la rigidez de los
elementos que vinculan a la estructura, las respuestas rotatorias del sistema tienden al péndulo
paramétrico clasico, lo que se puede observar en la Figura 5. Ademds, se puede apreciar que
una vez pasado el estado transitorio, la aceleracion de la base se reduce casi por completo, lo
mismo su posicion, siendo la misma estimada a partir de las expresiones de la Ecuacién 3. Esto
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resulta coherente dado que el modelo cldsico debe corresponder a un caso particular del modelo
presentado.

15¢ ] oo02f T
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0.001} ]
5r ]
T —_
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() (b)

Figura 5: Simulacién numérica para rigidez alta en el sistema. a) Proyeccion del espacio de fase
0 vs 0 (6y=r/2,0)=7).b) Aceleracién Xj.

Estimar los 6rdenes de magnitud de los pardmetros en un modelo de maltiples grados de
libertad siempre constituye una tarea compleja. Esto se debe que tanto las rigideces, masas y
coeficientes de amortiguacion propuestos corresponden a magnitudes promediadas de varios
componentes mecdnicos reales, resultando en la mayoria de los casos imposibles de medir
de manera directa. Debido a estos inconvenientes, los valores de pardmetros se estimaron en
principio a partir del planteamiento de hipdtesis basadas en observaciones experimentales y ra-
zonamientos tedricos. Cabe mencionar que la sintonia fina de los pardmetros debe realizarse
posteriormente mediante nuevos ensayos combinados con técnicas de optimizacion. Tal situa-
cién no se aborda en este articulo.

Para compatibilizar el modelo con las mediciones se utilizaron los datos experimentales co-
mo referencia y se limitaron los rangos de valores de las variables, con el fin de establecer
maximos que deben obtenerse en las simulaciones. Se asume que kzo y kro son mayores a las
rigideces kr; y kg1, debido a que son los elementos que relacionan los osciladores correspon-
dientes a My y Mg con la estructura fija del excitador, por lo el movimiento estaria restringido
por la misma. Los coeficientes de friccién se consideraron segin la Tabla 1, siendo estos va-
lores seleccionados arbitrariamente solo considerando que son menores al reportado en Dotti
et al. (2023). Sumado a lo anterior, se consideran kzg = kgro y kr1 = kg para tener una primera
aproximacion de resultados.

Una vez establecidas las regiones de los parametros moviles y fijados el resto de ellos, se rea-
lizaron nuevas simulaciones numéricas para explorar el sistema con el objetivo obtener nuevas
respuestas que se asemejen con la experimental. En la Figura 6a puede apreciarse una respuesta
rotatoria obtenida numéricamente para krog y kro igual a 450 N/m, k; de 210 Nm y kgry y k1
iguales a 320 N/m. Esta respuesta se asemeja a la experimental obtenida en la Figura 6b, y
presenta caracteristicas similares a las anteriormente descriptas, es decir, indicios de respuestas
cuasiperiodicas.
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Comparando la aceleracion en el grado de libertad X, con las mediciones, se aprecia que
tiene un orden de magnitud similar, pero difiere en amplitud con la mediciones, lo que puede
observarse en la Figura 7. Se puede observar también la diferencia de periodos que existe en-
tre ambos resultados, lo que es un indicativo claro de que la seleccién de pardmetros no esta
optimizada.

15— : : : : : : 15— ‘ ‘ ‘ ‘ w e
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Figura 6: Proyeccion del espacio de fase. a) Respuesta numérica con puntos de Poincaré (na-
ranja) (0g = /2,00 = 7). b) Respuesta experimental con puntos de Poincaré (negro).
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Figura 7: Comparacion entre respuesta numérica (azul) y experimental (naranja) para la acele-
racion horizontal de la mesa (X}).

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se presenté un modelo matemético que aborda la dindmica conjunta de un
péndulo paramétrico y su sistema excitador mecénico. El objetivo del mismo es capturar de una
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forma mas precisa la respuesta del péndulo paramétrico real, en comparacion con el ampliamen-
te utilizado modelo clasico. La necesidad de un modelo mds preciso surge a partir de repetidas
observaciones experimentales previas que evidencian la presencia de vibraciones espurias in-
troducidas por un forzamiento no ideal. Tales oscilaciones no deseadas introducen respuestas
aparentemente cuasiperiodicas en la dindmica del péndulo paramétrico, las cuales no son admi-
tidas por el modelo clasico.

Las simulaciones realizadas muestran que el modelo presentado enriquece la respuesta del
péndulo paramétrico, asemejindola a aquellas respuestas obtenidas a partir de mediciones ex-
perimentales. Este resultado es clave a la hora de evaluar el disefio de un control de rotaciones
preciso que pueda utilizarse en aplicaciones reales, tales como la conversion de energia undi-
motriz mediante recolectores basados en la dindmica del péndulo paramétrico. Aun cuando la
dindmica propia del péndulo se evidencia mas realista con el modelo presentado, se observa que
las oscilaciones estimadas para la base movil difieren de las medidas. Esto se debe en parte a
que se emplea una primera aproximacion de los pardmetros del sistema, no contdndose con va-
lores optimizados. Por otra parte, se contempla la propia naturaleza simplificada de un modelo
vibratorio discreto, que pretende representar un sistema real complejo, muy alejado ademads de
una condicion ideal. Si bien el modelo luce prometedor, se trata de un desarrollo atn inconcluso
que requiere mds trabajo de investigacion.
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