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Resumen. Se suele afirmar que los problemas inversos de conduccién de calor son problemas mal con-
dicionados. Esto es, que el problema no tiene solucion, que su solucién no es tnica o que la solucién no
es estable. Para discutir esta afirmacion, el articulo presenta un andlisis de la estabilidad numérica de un
operador en diferencias finitas utilizado para el problema inverso. El andlisis se realiza para el problema
transitorio unidimensional con simetria de revolucién en el cual se quiere conocer la condicién de con-
torno (curva de temperatura o de flujo de calor) cuando se conoce la temperatura en el centro del sélido.
Este problema corresponde al ensayo ISO 9950 utilizado para determinar la caracteristica de enfriamien-
to de los aceites industriales templantes. Se concluye que los operadores son condicionalmente estables.
Anteriormente se demostré la existencia y unicidad de la solucién. Con este trabajo, se demuestra que
este problema inverso de conduccién de calor puede resultar bien condicionado, dependiendo de los pa-
rdmetros numéricos que se utilicen.

Keywords: IHCP, Numerical stability, well-posed problems.

Abstract. Inverse heat conduction problems are known as ill-posed problems. That is, the problem has
no solution, its solution is not unique or the solution is not stable. To discuss this assumption, this work
presents an analysis of the numerical stability of a finite difference operator used for the inverse problem.
The analysis is carried out for the one-dimensional transient problem with symmetry of revolution in
which we want to know the boundary condition (temperature or heat flow curve) when the temperature
at the center of the solid is known. This problem corresponds to the ISO 9950 test used to determine
the cooling characteristic of tempering industrial oils. It is concluded that the operators are conditio-
nally stable. The existence and uniqueness of the solution was previously demonstrated. With this work,
it is shown that this inverse heat conduction problem can be well posed, depending on the numerical
parameters.
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1. INTRODUCCION

El1 DHCP (Direct Heat Conduction Problem - Problema directo de conduccién de calor)
consiste en obtener la temperatura en la probeta cuando se conoce la temperatura inicial, las
propiedades térmicas del material y las condiciones de contorno. Para el caso de la probeta
con la termocupla centrada la condicién de contorno corresponde a su pared exterior (1 = 1),
ver figura la. En cambio, el IHCP (Inverse Heat Conduction Problem - Problema Inverso de
Conduccién de Calor) consiste en obtener la condicidn de contorno en la superficie, cuando se
conoce la historia térmica en al menos un punto interno. En este caso se conoce la curva del
enfriamiento en el centro de la probeta y se quiere encontrar la temperatura y el flujo de calor
en la pared exterior, ver figura 1 b.
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INPUT Measured Condition
Cooling OUTPUT
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/ INPUT
Null heat
flux /
Null heat
O\ . flux N\ >
prd r -
Initial State () ™ (b) ™
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Figura 1: Dominios y condiciones de contorno del problema directo (a) y del problema inverso (b) de conduccién
de calor de la probeta con la termocupla centrada (Sanchez-Sarmiento, 2023).

Los problemas de conduccién del calor se pueden clasificar en bien y mal condicionados (Ha-
damard, 2003). Se dice que un problema es bien condicionado (Well-Posed) si cumple las si-
guientes condiciones (Grysa, 2011):

1. Existe solucion
2. La solucion es unica.
3. La solucidn es estable con respecto a perturbaciones en los datos.

La tercera condicion se la puede redefinir de forma que la solucion sea continua con los datos
de entrada (Akrami y Erjaee, 2015).

Los problemas DHCP son bien condicionados porque cumplen las tres condiciones. Respec-
to a estos problemas /HCP las condiciones de existencia y unicidad han sido demostradas en
(Weber, 1981) y (Beck et al., 1985), respectivamente. Por otra parte, Beck demuestra que la
condicién de estabilidad no queda garantizada ya que una pequefia variacion en la curva de
enfriamiento puede generar una diferencia arbitrariamente grande en la temperatura superficial
(Beck et al., 1985). Para hacer la demostracién equipara el problema inverso a un problema
de optimizacién. Sin embargo, existen otras técnicas de resolucion del JHCP que no consisten
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en resolver el problema de optimizacion, entre otros, el método de DSouza (D “Souza, 1975) y
el método de reconstruccion de temperaturas (Sanchez-Sarmiento y Cavaliere, 2021). En este
trabajo se utiliza esta ultima técnica, aplicada al problema unidimensional y lineal, utilizando
dos esquemas, el explicito centrado y el implicito centrado.

2. DEFINICION DEL PROBLEMA

Sea el campo de temperatura de un cuerpo cilindrico una funcién de la posicion radial y del
tiempo:
T="T(rt), (1)

en el cual solo hay transferencia de calor por difusién en la coordenada radial. A su vez, las
propiedades del material, k, p y c,, son constantes y conocidas. La funcién temperatura responde

a:
k8T+ o*T  oT 2)
r or oz~ ot w

donde 7 es la posicion radial desde el centro de la probeta hasta su radio, 7, y t el tiempo en el

cual transcurre el enfriamiento:

0<r<my,

0<t. ©)

Al asumir la condicién de simetria de revolucidn el centro debe tener un flujo de calor nulo:

or
= -k — =0 4
q a,r —o ) ( )
se obtiene la condicién de contorno en el interior, dada por
oT
— =0. 5
or|,_, ©®)

En el centro de la probeta (r = 0) se aplica el enfriamiento medido con la termocupla, dato del
problema, que es una funcién del tiempo:

T(0,t) = Tpn(t). (6)

Para resolver este problema se propone el método de reconstrucciéon de temperaturas, el cual
consiste en reconstruir las temperaturas en toda la probeta usando la ecuacién 2, partiendo de
las ecuaciones 5 y 6 para luego calcular las curvas flujo de calor en la superficie con las tempe-
raturas de los dltimos nodos.

3. ESQUEMA EN DIFERENCIAS FINITAS

Los esquemas utilizados aqui para calcular las temperaturas surgen de reemplazar a las deri-
vadas parciales por los operadores en diferencias finitas de la ecuacion diferencial

8_T ~ 77;)_’_1 — ,I}_l (7)
or 20r
T T =217+ T, ®)
orz Ar? ‘
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La funcién derivada temporal de la temperatura se la obtiene de la ec. 2:

T  adT T

f(tar)za—;g‘ﬂkwv ©)
donde la difusividad es o« = —.
En los dos esquemas se utilizgcfa misma discretizacion radial:
r; = jAr (10)

Por lo tanto, al aplicar funcién derivada temporal en en el instante p se reemplazan las ecuacio-
nes 7, 8 y 10 en 9, obteniendo:

$01) = 57 TJPHQLTTJ e Zj;i o (an
Ordenando se obtiene:
donde el numero de Fourier, F, = a_Azf .
Ar?

En los dos casos los datos son las temperaturas en el centro de la probeta para todo instante
de tiempo, T3 *1 Con esquemas de arranque se obtienen las temperaturas en el segundo nodo
y luego con los esquemas presentados a continuacion se calculan las temperaturas de todos los
nodos siendo de interés solo las dltimas, correspondientes a la superficie de la probeta.

3.1. Esquema explicito centrado

El esquema explicito centrado (EEC) consiste en calcular la temperatura en un instante p + 1
con la funcién derivada evaluada en el instante anterior:

1
T =T + At f(1) (13)

Por lo tanto, el operador directo, figura 2 a, resulta:

1 1
"' = F, (1 - Z) TP 4 (1 -2F,) T + F, (1 + Z) 17, (14)

Despejando TJP 1, se obtiene el operador inverso, figura 2 b, obteniendo:

1=2j, | 4F —2j 2 __opi

27T 2F, + F, Y * 2jF, + F, (15)
El operador de arranque es:
1 2F, — 1
TP = —T1Pt! TP (16)

o2F," " + oF, 0
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Figura 2: Molécula de cdlculo del esquema explicito centrado (EEC) para el problema directo (a) y para el problema
inverso (b), las flechas indican el sentido del cdlculo (Sanchez-Sarmiento, 2023).

3.2. Esquema implicito centrado

El esquema implicito centrado (EIC) consiste en calcular la temperatura en un instante p + 1
con la funcién derivada evaluada en el mismo instante:

+1
TP =TF + Atf () (17)

p+1 p+1 p+1 p+1 p+1 p+1
7}+1 T T TJ+1

(P + D™ time—> @ P+Dm“m?**\\h:iii§?°
pt" time W th time
Figura 3: Molécula de célculo del esquema de implicito centrado (EIC) para el problema directo (a) y para el
problema inverso (b), las flechas indican el sentido del célculo.

Por lo tanto, el operador directo implicito, figura 3 a, resulta:

1 1
& <1‘27) I (<26, - )T 4 F, (”zj)Tﬁf— - a8

Usualmente se lo resuelve mediante un sistema de ecuaciones donde las incognitas son las
temperaturas en el instante p + 1 y los datos son las temperaturas en el instante p. Para el IHCP
se despeja 17, +1 , y ordenando se obtiene el operador inverso, figura 3 b:

1—2j 2+ 45F, —2j
p+1 p+1 p+1 P
e — T! A — T 19
w241 2R, + F, Y 2jF, + F, "’ ()
El operador de arranque es:
14 2F, 1
TP = 7 LY F S 75 10 (20)
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4. PROPAGACION DE PERTURBACIONES

Se aplica una perturbacioén d para analizar si crece o disminuye durante la resolucion del
problema inverso. Debido a que es un problema lineal se aplica solamente la perturbacion y en
todos los demds nodos se deja el cero. En el caso del EEC la perturbacion se aplica al primer
nodo en el penultimo instante (figura 4a).

EEC{d=0 p<n—2 ; j=0 Q1)
d5=0 p=n—-1; Vj

En el caso del EIC la perturbacion se aplica al primer nodo en el segundo instante (figura 4b).

EIC{d'=0 p>1 ; j=0 (22)

E=0 p=0 ; Vj
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Figura 4: Representacién de las corridas para el esquema explicito centrado (a) y esquema implicito centrado (b).
La perturbacién se aplica en el nodo verde, en azul las condiciones de contorno y finales (a) o iniciales (b) oy en
naranja las temperaturas calculadas.

Se analiza la propagacién de una perturbaciéon d para analizar si la perturbacién crece o dismi-
nuye con el factor de amplificacion:

méx dt
Vp J

Q(Fo;j) = (23)
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Figura 5: Propagacion de una perturbacién para tres ntimeros de Fourier (a) y su factor de amplificacién (b) utili-
zando el esquema explicito centrado.
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Figura 6: Propagacion de una perturbacién para tres niimeros de Fourier (a) y su factor de amplificacién (b) utili-
zando el esquema implicito centrado.

De esta manera, un factor de amplificacién mayor que uno implica que la perturbacién crece
en el siguiente nodo, y por el contrario si es menor que uno la perturbacién decrece al avanzar un
nodo. Se hicieron corridas con los nimeros de Fourier 100, 500 y 1000 con los dos esquemas.
En la figura 5a se muestra la maxima perturbacion para cada nodo obtenida con las tres corridas
utilizando el EEC. Las corridas se realizaron en Python con el c6digo del Anexo, utilizando las
funcion FactorAmplitudEEC. Puede notarse que en las tres corridas para los primeros nodos la
perturbaciones decrecen y a posterior crecen. En la figura 5b se grafican los correspondientes
factores de amplificacion. Puede notarse que en las tres corridas en algin nodo el factor es ma-
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yor que uno y que el nodo donde ocurre crece con el numero de Fourier.

Se realizaron corridas con los mismos numeros de Fourier con el esquema EEI. En este ca-
so se utiliz6 la funcién FactorAmplitudEEI del c6digo del Anexo. Puede notarse en la figura
6a que las perturbaciones crecen siempre, aunque en menor proporcién con un mayor ndme-
ro de Fourier. En consecuencia, el factor de amplificacion es siempre mayor que uno (figura 6b).

5. ESTABILIDAD NUMERICA

La estabilidad numérica se cumple cuando (Marshall, 1985)
g <1. (24)

El crecimiento de la perturbacion depende del nodo (j) y del nimero de Fourier. Si el crecimien-
to de la perturbacion, g, es menor que 1 entonces estamos en una zona estable, por el contrario,
con un crecimiento mayor que 1 estamos en una zona inestable.

Se realizaron multiples corridas variando el nimero de Fourier desde 10 hasta 1000, y se deter-
mind el primer nodo cuyo g es mayor a uno (figura 7). De esta manera, en los nodos anteriores a
dicho nodo se cumple la condicion de estabilidad, y en los nodos posteriores se cumple la con-
dicion de inestabilidad. Cada corrida corresponde a ejecutar la funcidn Estabilidad del codigo
en una oportunidad.

1000
2 Zona estable
S 800
o
(N
S 600
o) Ecuacidén 23
(&)
g 400 Resultado Numérico
= Zona inestable

200
25 30 35 40 45 50

Nodo
Figura 7: Zona estable (¢ < 1) y zona inestable (g > 1) para el EEC.

Mediante el método de cuadrados minimos se obtiene la curva que ajusta a los puntos de la
figura 7. Por lo tanto la condicién de estabilidad del esquema EEC es:

. 2
J
Fo > (@) (25)

En el caso del EIC el factor de amplitud (g) es siempre mayor que uno, por lo tanto es incondi-
cionalmente inestable.
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6. CONCLUSIONES

Se concluye que estos problemas inversos al cumplir las tres condiciones puede resultar bien
condicionados. Esto se logra con el método de reconstruccion de temperaturas, utilizando el
esquema explicito centrado y los pardmetros numéricos oportunos, dados por el nimero de
Fourier.

A diferencia de los problemas directos, para estos problemas, con los dos esquemas utilizados
las perturbaciones crecen més rapido cuanto menor sea el nimero de Fourier. Esto se debe a
que la estabilidad de los operadores de diferencias finitas utilizados en problemas inversos es
distinta que para los mismos operadores utilizados en problemas directos. El esquema explicito
centrado es condicionalmente estable, a su vez, el esquema implicito centrado es incondicional-
mente inestable.

La estabilidad del esquema explicito centrado depende del nodo y del nimero de Fourier que
resulte de las propiedades térmicas del material y los pardmetros numéricos utilizados (ecua-
cién 25). Dado que la condicién de estabilidad depende del nodo, puede ocurrir que la corrida
sea estable en los primeros nodos y luego se desestabilice.
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ANEXO: CODIGO IMPLEMENTADO EN PYTHON

import numpy as np
def FactorAmplitudEEC (F,n):
T=np.zeros([n,n])
T[n-2,0]=1
for p in range(0,n-1):
Tlp,1]1=T[p+1,0]/(2«F)+T[p,0]*(2«F-1)/(2+F)
for j in range(l.,n-1):
for p in range(0,n-1):
Tlp,j+1]=(1-2%j)/(1+2*j)«T[p,j—1]
Tlp,j+1]+=(4%j«F=-2%j)/(2= j*xF+F)«T[p, |
Tlp,j+1]+=2%j )/ (2% j*F+F)«T[p+1,]]
g=[1]
for j in range(l.,n):
g.append(max(T[:,j])/max(T[:,j—-1]))
return g
def FactorAmplitudEIC (F,n):
T=np.zeros([n,n])
T[1,0]=1
for p in range(0,n-1):
Tlp+1,1]=T[p+1,0]«(1+2xF)/(2+«F)-T[p,0]/(2*F)
for j in range(1l,n-1):
for p in range(0,n-1):
Tlp+1,j+1]=(1-2%j)/(1+2%j)«T[p+1,j—-1]
Tlp+1,j+1]+=(4*j*F+2%j)/(2+ j«F+F)*«T[p+1,j]
Tlp+1,j+1]+=(-2%j)/(2* j*«F+F)*T[p, ]|
g=[]
for j in range(n):
g.append(max(T[:,j])/max(T[:,j—-1]))
return g
def Estabilidad(g):
s=1
for j in range(l.,len(g)):
if g[jl<=1:
s=s+1
else:
return j
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